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 شكر وعرفان

وات عمى رسولو وخادمو محمدد وعمدى هلدو وصدحابتو و ميدت مدن تبعدو وتَ   دى الشكر والعرفان لله والتبريكات والصم

 أثره إلى  يوم ال يامة.

يود الكاتب ان يت دم بالشكر أ ذلو لكل من ساىم ب يده وفكره ووقتو في إخراج ىذا الكتاب  بالصورة المطموبدة   

ي النيدل د عطبدرة   وأيًداً اةخدوة/ الأسداتذة ويخُص بذلك الزمجء/ الأساتذة ب سم اليندسدة الميكانيكيدة ب امعدة واد

 ب سم اليندسة الميكانيكية ب امعة البحر الأحمر د بورتسودان.

عددادة مرا عددة  الشددكر والت دددير والعرفددان لمبروفيسددور/ محمددود يددس عثمددان الددذي سدداىم ب دددر كبيددر فددي مرا عددة  وا 

 محتويات الكتاب.

لوريوس اليندسدة فدي  ميدت التخصصدات خاصدة طدجب قسدم اىدي ىذا الكتاب بص ة أساسية لطدجب دبمدوم وبكدا

اليندسة الميكانيكية   حيث يستعرض ىذا الكتاب الكثير من التطبي ات في م ال اليندسة الميكانيكيدة وبدالأخص 

 في م ال انت ال الحرارة وانت ال الكتمة.

لخددمات الحاسدوب والطباعددة بمركدز دانيددة  أسدامة محمددود محمدد عمديوأُعبدر عدن شٌدكري وامتندداني إلدى المينددس/ 

عدادة طباعدة ىدذا الكتداب أكثدر مدن ذبمدينة عطبرة  ال ي أن ق العديد من الساعات في طباعة   مرا عة وتعدديل وا 

 والشكر موصول أيًاً لمميندس/ عوض عمي بكري الذي شارك في تنسيق ىذا العمل. مرة.

 متواًت والذي همل أن يكون ذا فائدة لم ارئ.            أخيراً   أر و من الله سبحانو وتعالي أن يت بل ىذا العمل ال
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 مقدمة

يماندداً منددو بالدددور العظدديم والمُ دددَّر ل سددتاذ ال ددامعي فددي إثددراء حركددة التدد ليه والتعريددب لدده ىددذا الكتدداب وا   إنَّ مؤ 

والددددبموم لطدددجب والتر مدددة لممرا دددت والكتدددب اليندسدددية ي مدددل أن ي دددي ىدددذا الكتددداب بمتطمبدددات بدددرام  البكدددالوريوس 

اليندسدددة الميكانيكيدددة   ىندسدددة اةنتددداج او التصدددنيت   اليندسدددة الكيربائيدددة واليندسدددة المدنيدددة حيدددث يُ ط دددى منددداى  

د السوداني   ويُعدد  نظرية ومختبرية في انت ال الحرارة والكتمة. يت ق ىذا الكتاب ل وياً مت ال اموس اليندسي الموحَّ

مكن أن يست يد منو الطالب والميندس والباحث. ىذا الكتاب م تدبس مدن مُدذكرات الكتاب مر عاً في م الو حيث ي

 عاماً.  أربعونمؤل و في تدريسو ليذا المُ رر ل ترة ث ت ل عن 

اثىتزازات الميكانيكية. ف د اشتمل ىذا الكتاب عمى صياغة بعض النماذج ييده ىذا الكتاب لت كيد أىمية دراسة 

المسددتخدمة فددي حددل المسددائل  النيائيددة الميكانيكيددة واشددت اقيا حتددى الوصددول إلددى الصدديَّ الرياًددية فددي اثىتددزازات 

  باةًافة ةيراده  بعض الأمثمة لنظم مستخدمة في التطبي ات العممية والمُختبرية.

 تعري يدداً لتىتددزاز والحركددة التواف يددة والحركددةفصددول. يندداقش ال صددل الأول مدددخجً  تسددعة يشددتمل ىددذا الكتدداب عمددى

 .الدورية

فيشدتمل عمدى دراسدة اثىتدزاز الحدر مدن و يدة نظدر معادلدة الحركدة وأسدموب الطاقدة وفدي نيايدة ال صل الثاني  أما

 .ال صل ىناك تمرين بو العديد من المسائل

 .أمثمة محمولة ومسائل إًافية لبعض الأ يزة التي تمتمك در تان من الحريةال صل الثالث  يتناول

 .ياثىتددزاز الحددر المخمددد وتحديددد م دددار اةخمدداد باسددتخدام أسددموب التندداقص الموغدداريثم يسددتعرض ال صددل الرابددت

 ىنالك العديد من الأمثمة المحمولة والمسائل اةًافية.

دية  عدزل يستعرض ال صدل الخدامس  اثىتدزاز ال سدري مدن و يدة نظدر الجإتدزان فدي الأ دزاء الددوارة  حركدة الأرً

  .عاً ببعض الأمثمة والمسائل اةًافيةاثىتزاز وماصة اثىتزازات مش و 
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أما ال صل السادس فيتنداول معادلدة ثقدرين  المسدتخدمة فدي تحميدل الأ يدزة الديناميكيدة المحافظدة باسدتخدام طاقدة 

ت والش ل وفي نياية ال صل ىنالك بعض المسائل اةًافية.  الحركة  طاقة الوً

ىنالدك مسدائل  .بات وأنماط اثىتدزاز الحدر غيدر المخمددأسموب ىولزر المستخدم في ذبذال صل السابت  يستعرض

 إًافية في نياية ال صل.

ة المتعددددة مددن و يددة نظددر قدديم أي ددن ومت يددات أي ددن  مصدد وفة يندداقش ال صددل الثددامن الأ يددزة ذات در ددات الحريدد

يشددتمل عمددى  المروندة  مصدد وفة الكددزازة  طري ددة تكدرار المصدد وفة وحسدداب أنمدداط اثىتددزاز العميدا باةًددافة لتمددرين

 بعض المسائل.

أمددا ال صددل التاسددت فيشددتمل عمددى دراسددة اىتددزاز الأ يددزة المسددتمرة مددن و يددات النظددر التاليددة: اىتددزاز الأسددجك  

ددات  طري ددة مصدد وفة المرونددة  طري ددة  اثىتددزاز الطددولي لم ًددبان  اىتددزاز اةلتددواء فددي ال ًددبان  اىتددزاز العارً

ريتددز باةًددافة لتمددرين فددي نيايددة ال صددل يحتددوي عمددى بعددض المسدددائل  –رالددي  الكتددل المعزولددة  وطري ددة رالددي 

 اليامة. 

فددي ىددذا الم ددال مددن  وإنَّ الكاتددب ي مددل أن يسدداىم ىددذا الكتدداب فددي إثددراء المكتبددة ال امعيددة داخددل السددودان وخار دد

اتب تصدويبيا المعرفة وي مل من ال ارئ ًرورة إرسال ت ذية را عة إن كانت ىنالك ثَمَّة أخطاء حتى يستطيت الك

 في الطبعة التالية لمكتاب.

 والله الموفق

 

 

 المؤلف                                                                                           

 م2012 مارس
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 فصل الأولال

 (Vibrationالاهـتزاز )

 مدخل3 1.1

ت اثتزان. كل الأ سام التي تحتوى عمى كتمدة ومروندة ليدا  اثىتزاز ىو حركة ال سم الت ر حية حول موً

لدر دة مدا  وىدو  لجىتدزازطبيعي لجىتزاز. وليذا فإن معظم الآثت واةنشاءات اليندسية تتعدرض  استعداد

حر  :ىنالك نوعان من اثىتزاز في مرحمة تصميم ىذه الآثت واةنشاءات. خذ في اثعتبارؤ ن يأما ي ب 

  .وقسري

وفدى غيداب ال دوى   ير ال دوى الكامندة فدي ال يداز ن سدوالحر يحدث عندما يت ر ح ال سم تحت ت ث اثىتزاز

يكيدة لم يداز . والذبذبة الطبيعية من الخدواص الديناميتز بذبذبة طبيعية واحدة أو اكثر. والأ يزة تالخار ية

 تحددىا كتمة ال ياز وم دار الكزازة فيو.

  عنددما تكدون اةثدارة ت ر حيدةاثىتزاز الذي يحدث تحت ت ثير قوى اةثارة الخار ية يسمى اىتزاز قسدري. 

ذا تعادلدت ذبذبدة اةثدارة مدت الذبذبدة الطبيعيدة لم .محكوماً لجىتزاز بذبذبة اةثدارةفان ال ياز يكون     يدازوا 

 .ت كبيرةلى نشوء ت ر حاإل ياز في حالة تعره بالرنين مما قد يؤدى يصبح ا

 .ن يكددون نتي ددة لمددرنينأائرات يمكددن   أو أ نحددة الطددت الكبيددرة مثددل الكبدداري والعمدداراتن انييددار اةنشدداءاإ

  .ن حساب الذبذبات الطبيعية ذات أىمية قصوى لدراسة اثىتزازإوليذا السبب ف

د بواسددددطة اثحتكدددداك ن الطاقددددة تتبدددددَّ كبيددددر مددددن المًدددداءلة أو التخميددددد لأكددددل الأ يددددزة تحتددددوى عمددددى قدددددر 

. وليدذا ى الذبدذبات الطبيعيدة يكدون ًدعي اً ن ت ثيرىدا عمدإف  إذا كانت المًاءلة منخ ًة. وم اومات أخرى

ن المًداءلة ليدا إخر فهن حساب الذبذبات الطبيعية ي وم عمى افتراض عدم و ود مًاءلة. ومن  انب فإ

 .في ت ميص سعة الحركة عند الرنين رةأىمية كبي
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ن  سديم حدر ي دوم إعدد اةحدداثيات المسدت مة المطموبدة لتحديدد ىيئدة ال يداز تسدمى در دات الحريدة وليدذا فد

بينمدا ال سدم ال اسدي سديكون لدو سدتة در دات مدن   ء سيكون لو ثجث در ات من الحريدةبحركة في ال ًا

لدى عددد ةنيدائي إو يحتداج نَّدإ. أما ال سم المرن المستمر فاويةت خطية ومثميا ز زاحاإالحرية تتطمبيا ثجث 

. ولكددن كثيددر مددن الأ يددزة فددي مسددائل ئتددو لاثجثددة لكددل ن طددة عمددى ال سددم  مددن در ددات الحريددة لتحديددد ىي

لددى تدددنى فددي إن يددؤدى ذلددك التبسدديط أاثىتددزاز يمكددن تبسدديطيا بدد  يزة ذات در ددة واحدددة مددن الحريددة بدددون 

 الدقة .

 التوافقية 3 الحركة 1.2

كددون دائمدداً زاحتددو مددن ن طددة ثابتددة وتإحركتددو تواف يددة إذا كانددت ع متددو فددي تناسددب مددت  نَّ  يوصدده  سددم بدد

 Pبسدرعة زاويدة ثابتدة  Oيدور حول الن طدة الثابتدة  Xوطولو  OCن الخط أىب  .مت ية نحو تمك الن طة

  .كما في الرسم أدناه

 
ت   .ptسيكون : tفي زمن م داره OC  ران ن زاوية دو إ  فOB إذا قيس الزمن من الموً

ت الوسط  Dن إزاحة إ  فAB عمى ال طر C ىي مس ط D إذا كانت  ptcosXxمن موً  

 :الة تكون السرعة والع مة كما يمي. وفى ىذه الحتسمى سعة الحركة Xاةزاحة ال صوى 

             ptpXx sin 

  xpptXpx 22 cos  
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ن إو نحدو تمدك الن طدة وليدذا فد دودائمداً تت Oمن ن طدة ثابتدة  xفي تناسب مت اةزاحة  Dن ع مة إوىكذا ف

  ن معادلة الحركة التواف يةأ ي. أحركة تواف ية بسيطة Dحركة 

Opxx                              6لا  2 

 كمال ل ة واحدة ة Cلذي تحتاج إليو ىو الزمن ا Tالزمن الدوري 

                   s
p

T
2

 

لادورة في الثانية    Hz ددوالذبذبة بال
2

1 p

T
f     

د والتديبسط أنواع الحركة الدورية ىدي الحركدة التواف يدة أن إ ًَّ ح يمثميدا كتمدة معم دة مدن يداي خ يده كمدا مو

 في الرسم أدناه .

 
 

ت اثتزان  ثم  ن وتكدون الحركدة كمدا مبديَّ   أسد للى أعدج و إنيا تت ر ح إ  فأطم تإذا أزيحت الكتمة من موً

 في الرسم

x =X cos pt. 

 الحركة الدورية 3  1.3

فمدثجً اىتدزاز وتدر العدود أو الكمدان يحتدوى عمدى  .تدزاز بذبدذبات عديددة فدي ن دس الوقدتكثيراً ما يحدث اثى

خر اىتزاز  ياز متعدد در ات هوىكذا. مثال  f  , f 7باةًافة الى الذبذبات الأعمى   fالذبذبة الأساسية 
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لدى مو دة متكدررة مركبدة مدن عددد مدن إن تساىم فيدو عددد مدن الذبدذبات الطبيعيدة ممدا يدؤدى أالحرية يمكن 

  ً  ح في الرسم أدناه .المو ات كما مو
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 الفصل الثاني

 ءلةالاهتزاز الحر بدون مضا

(Undamped Free Vibration)  

 مدخل3 2.1

أنَّ أي   ليا استعداد طبيعي لجىتزاز الحدر ميت الأ يزة التي تحتوى عمى كتمة ومرونة أنَّ كما ذكرنا هن ا 

واثىتمام الأولى بيذه الأ يزة ينصب عمى الذبذبة  .وة اةثارة أو اثًطراب الخار يةاثىتزاز في غياب ق

صددجً بدثلددة أىددي  والتدديالآن ىددي تعمددم كتابددة معادلددة الحركددة وحسدداب الذبذبددة الطبيعيددة  الطبيعيددة وميمتنددا

 .الكزازة الكتمة و

وعمدددى ىدددذا  .لطبيعيدددة ويمكدددن ت اىميدددا فدددي الحسدددابثير ليدددا عمدددى الذبذبدددة ا تددد المًددداءلة بنسدددب مع ولدددة ث

 ددة بديمددة الطاقددة يمثددل طري مبدددأ المحافظددة عمددى نَّ إالأسدداس يمكددن اعتبددار ال يدداز  يددازاً محافظدداً وعميددو فدد

 .مرور الزمنوالأثر المترتب عمى المًاءلة ىو تناقص سعة الحركة مت  .لحساب الذبذبة الطبيعية

  -3الذبذبة الطبيعية–معادلة الحركة  2.2

  كتمددة اليدداي يمكددن ت اىميددا معم ددة عمددى يدداي. (m)بسددط أنددواع الأ يددزة ال ابمددة لجىتددزاز يتكددون مددن كتمددة أ

ن ىيئتدو يمكدن تحديددىا بإحداثيدة واحددة . ىذا ال ياز لو در ة واحدة من الحريدة لأ k(N/m) وثابت الياي

x أنظر الرسم .. 
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يساوى حاصدل ًدرب الكتمدة فدي : نات  ال وى في ات اه الع مة الحركة لم سم يمكن صياغتيا ىكذا معادلة

 :التواليى وبالتالي معادلة الحركة ل  سام في الرسم لاأ  ولاب  ىكذا عمالع مة. 

0                                 7لا kmg 

                             8لا  xmxkmg  

    نحصل عمى8  ولا7من المعادلة لا

xmkx  

ت اثتزان اثستاتيكى كمر ت لتحداثية  نَّ أنجحظ  الطبت من وب .mgلى التخمص من إأدى x اختيار موً

 كما في الرسم أدناه. mgط ال سم الحر بدون الأفًل استنتاج معادلة الحركة مباشرة من مخطَّ 

 

                                              xmkx  

Ox                       9لا
m

k
x  

   ذبة الدائرية لم يازالذب نَّ أيتًح    9  ولا6وبم ارنة المعادلتين لا

m

k
P  

 3(1)مثال

 حسب الذبذبة الطبيعية والزمن الدوري.أ .150N/mمعم ة من طره ياي لو ثابت   0.25kgكتمة 

 الحل3

 الذبذبة الطبيعية :
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srad
m

k
P /5.24

25.0

150
 

 الزمن الدوري :

         s
p

T 26.0
5.24

22


 

 3(2)مثال

ددM الطبيعيددة لكتمددة  أو ددد الذبذبددة ًَّ ددة وتديددة كمددا مو ت اىددل كتمددة  . الرسددم أدندداه فدديح عمددى طددره عارً

ة .  العارً

 
 الحل3

ة الوتدية تحت ت ثير حمل مركز   عند الطره  Fانحراه العارً

                     
k

F

EI

LF
v 

3

3

 

                        
3

3

L

EI
k  

 عية :الذبذبة الطبي

                  
3

3

ML

EI

M

k
P  

 3(3)مثال

د 2mوطولو  5mmع ل سيارة معمق بواسطة قًيب من الصمب قطره  ًَّ ح فدي الرسدم  عندد مدنح كمدا مو

طجقدو  أكمدل  .أو دد عدزم ال صدور الدذاتي لمع دل حدول محدور  30.2sدورات فدي  65الع ل إزاحة زاوية وا 

G= 80 kN/mmالدوران 
 . 
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 ل3الح

         d=5mm ,   L=2m,     sTp 02.3
10

2.30
 

 العزم ال طبي 

44 4.615
32

mmJ 
 

 الذبذبة الطبيعية 

srad
T

p
p

/081.2
02.3

22


 

 : (q)ثابت العمود

                radNm
L

GJT
q /456.2

10.2

4.6110.80
3

3







 

 معادلة الحركة :

ي الع مدة ف يساوى حاصل ًرب عزم ال صور الذاتات اه الع مة ي يم موع العزوم حول محور الدوران ف

 .الزاوية

                                                  
..

 Iq  
                                                 0

..

 
I

q 

                                                      
I

q
p 2 

                             2

22
567.0

081.2

456.2
kgm

p

q
I  
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 طريقة الطاقة 3 2.3

ويمكن استنتاج معادلة الحركة من مبدأ ب اء الطاقدة فدي  .طاقة ثابتيكون م مل ال  المحافظة في الأنظمة

دت ا أما طاقة . والطاقة المعنية ىنالخالية من المًاءلة حالة اثىتزاز الحر في الأ يزة حركة أو طاقة وً

دت الكتمدة نتي ددة لمسدرعة وتكدون مخزونددة فدي Tطاقددة الحركدة  .أو طاقدة ان عدال تكددون  U  بينمدا طاقددة الوً

دية مخزونة عمى شكل طاقة ان عدال فدي  سدم مدرن أو شد ل فدي الطاقدة الكميدة  نَّ . ولأم دال ال اذبيدة الأرً

 ن معدل الت يير فييا يساوى ص راً .إثابتة ف

                      CUT  

 ثابت Cحيث ان 

                   0UT
dt

d 

 3(4)مثال

 ًَّ  .ح في الرسم أدناهاستخدم طري ة الطاقة ثستنتاج معادلة الحركة لم ياز المو

 
 طاقة الحركة :

                  2

2

1
xmT  

 طاقة اثن عال :

                   2

2

1
xkU  

 الطاقة الكمية :
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22

2

1

2

1
kxxmUT   

  0UT
dt

d 

0 xxkxxm  
0 xkxm  

 3(5)مثال

 ًَّ  .الرسم أدناه ح فيأو د الذبذبة الطبيعية لم ياز المو

 
 الحل3

                                    21

2

2

1

2

1
  rmIT  

                                            22
2

1
rkU  

                          22

2

22

1
2

1

2

1
 krrmIUT   

                                          0UT
dt

d 

                                02

2

2

1    krrmI 
 معادلة الحركة :

0
2

1

2

2
..




 
mrI

kr 

2

1

2

2

mrI

kr
p


 
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  3تمـرين 2.4

 ..أو د الذبذبة الطبيعية لم ياز 8mmتتصل بياي خ يه الوزن ت عمو يستطيل 0.5kgكتمة . 6

                                                          (35rad/s) Ans. 
أو د   0.45s يتيتز بزمن دور   مثبت س ل لمياى بينما طرفو الأعمىتتصل بالطره الأ 4.5kgكتمة . 7

                                                                    وسط ن س الياى بينما طرفاه مثبتان. يعند ن طة ف 2.3kgعندما تتصل كتمة  يالزمن الدور 

Ans. (1.16s)    

دددوع عمدددى الحافدددة الداخميدددة لمشددد ة كمدددا يتددد ر ح كر  31.5kgحدددداه كتمتدددو  .8 قددداص حدددول حدددد سدددكين موً

دد ًَّ لمحددداه حددول محددوره  يو ددد عددزم ال صددور الددذاتأ  1.22sذا كددان الددزمن الدددوري إ. ي الرسددم ادندداهح فددمو

  .ياليندس

 
Ans. (1.04kgm

 
) 

ددكمددا م kتتدددحرج بدددون انددزثق ولكنيددا محكومددة باليدداي  Io يوعددزم قصددور ذاتدد mسددطوانة كتمتيددا أ. 9 ًَّ ح و

 .أو د الذبذبة الطبيعية لم ياز الرسم أدناه . يف

 


















2

2

.
mrI

kr
pAns

o

 

: . ًَّ  .عبارة عن عمود متدرج يحمل قرصاً  الرسم أدناه وىو ح فيأو د الذبذبة الطبيعية لم ياز المو
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















 2

21

21,. q
qq

qq
q

I

q
pAns 

ًَّ أ. ; .و د الذبذبة الطبيعية لم يازأ دناه ومن ثمأالرسم  يح فكتب معادلة الحركة لم ياز المو  

 


















mM

k
pAns

6

3
. 

<  ًَّ   .الرسم أدناه يح ف. أو د الذبذبة الطبيعية لم ياز المو

 













 


2

2

1

2

2

1
.

mb

kamgb
fAns


 

أحسب ذبذبة  m=15kgت عمى ال ًيب . كتمة ال سم المثبَّ  M=36kgمنتظم كتمتو  AB. ال ًيب =

        k =1.5kN/m      k =3kN/mتكاك عند الم صمة. خذ اثىتزازات الص يرة . ت اىل اثح

L=205mm . 
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Ans. (2.1Hz) 

ًَّ الأ. <  أو د   تدحر ت عمى المستوى المائل ياافتراض أنَّ  ىحة في الرسم أدناه تيتز عمسطوانة المو

 .k=2.6kN/m      m=90kg      r=100mmالزمن الدوري. المعطيات :    

 
Ans.  (0.71s) 

ًَّ  نييوياAB تتصل ب ًيب  36kgكتمة . 65   أو د h=750mmإذا كانت  الرسم أدناه. يح فكما مو

  k=500N/mت اىل كتمة ال ًيب.   .ص يرة لمكتمة الزمن الدوري لجىتزاز النا م من إزاحة
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حد أالرسم أدناه  ين فمعم ة من حبل مم وه حوليا كما مبيَّ  rونصه قطرىا  mسطوانة كتمتيا أ. 66

 يأو د الزمن الدور  kخر يتصل بياى لو ثابت لى مسند  اسي بينما الطره الآإفي الحبل مربوط طر 

عية ل وذبذبة اثىتزاز إذا منحت الأ  .سطوانةسطوانة إزاحة زاوية ص يرة ثم أطم ت ت اىل الطاقة الوً

 
















m

k
f

k

m
TAns

3

8

2

1
,

8

3
2.


 

ددق بواسددمعمَّدد 200mmونصدده قطددره  9kg. قددرص دائددرى كتمتددو 67 ًَّ الرسددم أدندداه   يح فددطة سددمك كمددا مو

. بعددد ذلددك تددم تعميددق تددرس بواسددطة  1.13s ددد ان الددزمن الدددوري لجىتددزاز عندددما أزيددح ال ددرص ثددم أطمددق وُ 

. أو ددد لاأ  ثابددت اثلتددواء لمسددمك لاب  عددزم ال صددور  1.93sلجىتددزاز  ين ددس السددمك وو ددد ان الددزمن الدددور 

طمدددق در دددة ثدددم أُ  5<سدددرعة زاويدددة لمتدددرس إذا أزيدددح عبدددر لمتدددرس حدددول محدددور الددددوران لاج  أقصدددى  يالدددذات

 .الياى يتناسب مت زاوية اثلتواء ثابت نَّ أ.افترض 

 

Ans. ( q=5.56Nm/rad  ,    I=0.524kgm
 
, s/rad12.5

.

 )  
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ًَّ  k=500N/mيتصل بياى لو ثابت  4.5kg. قًيب  منتظم  كتمتو 68   إذا ً ط الرسمي ح فكما مو

لاب  السددرعة          لجىتددزاز يثددم أطمددق  أو ددد لاأ  الددزمن الدددور  38mmسدد ل مسددافة ألددى إ Aالطددره 

 . Aال صوى لمطره 

 
Ans.  s/m787.0x,s304.0T    

الحبددددل يتصددددل بيدددداى ثابتددددو  يحددددد طرفددددأ .ي الرسددددمكمددددا فدددد 15kg. حبددددل مم ددددوه حددددول قددددرص كتمتددددو 69

k=600N/m  5سدطوانة كتمتيدا  ب  والطره الأخر يتصدلkg.  ُ50سدطوانة زيحدت الأإذا أmm ى اسد ل لدإ

ت اثتزان ثم أطم ت . افتدرض سدطوانةلجىتدزاز لاب  السدرعة ال صدوى ل  يأو د لاأ  الزمن الددور   من موً

الحبددل  يذبذبددة اثىتدزاز لاد  قددوة الشدد ال صددوى فد لمندت انددزثق الحبدل عمددى ال درص لاج  اثحتكداك كدداهٍ  نَّ أ

 .  r=150mm. نصه قطر اثسطوانة B,Cعند الن طتين 

 
  (T=0.097s ,  x=0.347m/s ,  f=1.1Hz , FB=FC=61.1N) Ans. 
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 ويتصدل الدركن  Bمسدتوى رأسدي بواسدطة مسدمار عندد الدركن  يمحمول فد m. لوح مربت منتظم كتمتو :6

A بياى لو ثابتk إذا منح الركن .A لمحركة يأو د الزمن الدور   إزاحة ص يرة ثم أطمق  . 

 

Ans. (
k

m
T

3

2
2 ) 

أسي مثبت ب ساءة عند الطره يتصل بعمود ر  8kgوكتمتو  200mm. قرص منتظم نصه قطره ;6

در ة ثم  ;دير ال رص عبر إذا أُ  .در ة 8و يدور عبر نَّ إ  فعمى ال رص 4Nmمط عزم . إذا سُ الأخر

 .عمى ش ة ال رص لجىتزاز  لاب  سرعة ن طة  ي  أو د لاأ  الزمن الدور أطمق

Ans. (T=0.288s , v =0.459m/s) 

ة وتدية بواسطة يداي  m.  ياز يتكون من كتمة >6 لاانظدر الرسدم . طدول  6kتتصل بالطره الحر لعارً

ددددددددددددة  ددددددددددددو  L=320mmالعارً معدددددددددددداير المرونددددددددددددة  6mmوعم ددددددددددددو 17mm. الم طددددددددددددت مسددددددددددددتطيل عرً

E=200kN/mm
  .m=15kg ,     k =10kN/m.  أو د الذبذبة الطبيعية لم ياز إذا كان   

 

Ans. (f=2.46Hz)  
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    k =42kN/m  k =18kN/m , . إذا كدانب ربعدة يايدات كمدا فدي الرسدم أدنداهتتصدل  30kg. كتمة =6

 أو د الذبذبة الطبيعية .  

    
                              Ans. (f=10.1Hz) 

دددح فدددي الرسدددم أدنددداه. أو دددد ال<6 دددة مسدددنودة إسدددناد بسددديط وطوليدددا  .ذبذبدددة الطبيعيدددة لم يددداز الموً العارً

L=600mm  دو E=200kN/mmمعداير المروندة  12.5mmوعم دو  25mm. الم طت مستطيل عرً
  

  k =6kN/m , k =8kN/m  الكتمة .m=18kg ة   .. ت اىل كتمة العارً

 
Ans.(f=4.3Hz)  

 أو د  Gالكتمة من مركز  Cعمى مسافة  Aيمكن ان يت ر ح حول الم صمة  L. قًيب منتظم طولو 75

لاأ  الذبذبة إذا كان 
2

L
C   لاب  قيمة   C  التي تعطى ذبذبة مساوية لمذبذبة في لاأ.  
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














6
,

2

3

2

1
.

L
C

L

g
fAns


 

76 ًَّ  Lالرسم . ال ًيب الدذي طولدو  يح ف. استنت  معادلة الحركة ثم أو د الذبذبة الطبيعية لم ياز المو

ت اثتزان ف.  h. ىذا ال ًيب مشدود بسمك غير قابل لجستطالة طولو و اسي ويمكن ت اىل كتمت ي موً

 . يكون السمك راسياً 

 

 
















hL

ga
f

hL

ga
n




2

1
,0

..

Ans.  

 



19 

 

 الفصل الثالث

 أجهزة ذات درجتين من الحرية

(Second Degree of Freedom Devices) 

 -مدخل3 3.1

أنَّ لو در تان من الحرية. تُمثل الأ يزة من ىذا حداثيين لوصه حركتو ي ال إعندما يحتاج ال ياز إلى 

ن من الحرية لو ذبذبتان النوع مدخل مبسط ل  يزة متعددة در ات الحرية. وال ياز الذى لو در تا

سمى نمط تُ  باةحداثيينالحركة لمكوني ال ياز المرتبطتين  ي. وىنالك عجقة محددة بين سعتطبيعيتان

  از ي ابجن الذبذبتين الطبيعيتينلذى لو در تان من الحرية لو نمطان لجىتز . وبالتالي فال ياز ااثىتزاز

 .من نمطى اثىتزاز وىتزاز الحر عامة تركيباة

  أمثمة محمولة3 3.2

 3(1)مثال

 ًَّ ً  رسم مخطَّ إالرسم أدناه.  يح فأو د الذبذبتين الطبيعيتين لم ياز المو   .ح ىيئة اثىتزازط يو
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 الحل3

 حركة :معادلة ال

1211 )( xmxxkkx  

2122 )( xmxxkkx  
 :كتابتيا ىكذا وىذه يمكن إعادة 

02 2

2

1

2

1
 xpxpx 

02 1

2

2

2

2
 xpxpx 

   نَّ أحيث 

m

k
P 2 

 :أنَّ الحل  ن ترض

tXx sin11  
tXx sin22  

   بعد التعويض نحصل عمى

                    6لا  02 2

2

1

22  XpXp  
                               02 1

2

2

22  XpXp  
   شكل مص وفة ويمكن كتابتيا في

                          0
2

2

2

1

222

222


























X

X

PP

PP



 

 .كانت المحددة تساوى ص راً  إذا ثّ إ قىذه المعادلة ث تتح 

                                   0
2

2

222

222










PP

PP 

  02 4222  pp  

                                   034 4224  pp  
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   والحل ىو
22

2

22

1 3, pp   

   الذبذبتين الطبيعيتين يأ

m

k

m

k 3
, 21   

22ةي اد أنماط اثىتزاز نعوض   p لنحصل عمى6في المعادلة لا    

X  –X      

نا        وتكتب ىكذا           X   نَّ إف           Xإذا افترً

   









1

11
X 

22وبتعويض  p3  نحصل عمى6المعادلة لا يف    

-X     -X           

ذا كان    -       X       نَّ إ           ف                  Xوا 

  النمط الثاني لجىتزاز  نَّ أ يأ

                                             










1

12
X 

 ًَّ  ح أدناه .ىيئة اثىتزاز كما مو

 
الكتمتين  نَّ ألى إنمط اثىتزاز الثاني يشير  .ي توافقالكتمتين تتحركان ف نَّ ألى إنمط اثىتزاز الأول يشير 

 .عدم توافق تام تعارض أو يتتحركان ف
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  -3(2)مثال

 ًَّ  يوىو حر عندما يكون قًيبا الرقاصين ف kالرسم أدناه يرتبطان بياى ًعيه  يحان فالرقاصان المو

ت الرأسي.  .نمطى اثىتزاز أو د الوً

 
 الحل3

   خذ العزوم حول ن طة التعميق لكل رقاص عمى حدة لنحصل عمى معادلتي الحركة ب

  1

2

121

2  mLmgLka  

  2

2

212

2  mLmgLka  

   يمكن تبسيطيا ىكذا يوالت

02

2

21

2

1

..

1   pp 

02

2

22

2

12

..

  pp 
 :نَّ أحيث 

L

g

L

a

m

k
p 










2

2

1 

2

2

2 









L

a

m

k
p 

 الحل: نَّ ألن ترض 

tA  cos11  
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                                            tA  cos22  
 :ي الحركةمعادلت يبعد التعويض ف

  7لا  02

2

21

22

1  ApAp  

  01

2

22

22

1  ApAp  
  ىكذا ثّ إ قوالحل ث يتح 

0
22

1

2

2

2

2

22

1










Pp

PP 

  0
4

2

22

1  pp  

  02
4

2

4

1

22

1

4  ppp  

L

g
pp

2

2

2

1

2

1  

L

g

L

a

m

k
pp 










2

2

2

2

1

2

2

2
 

   الذبذبتين الطبيعيتين لم ياز ىما نَّ إوبالتالي ف

L

g
1 






















2

2

2

L

a

m

k

L

g
 

    7المعادلة لا يض فةي اد نمطى اثىتزاز عو  

     



















1

1
,

1

1 21
AA 

نمط  يف .اى حراً توافق بينما يظل الي ينمط اثىتزاز الأول الرقاصين وىما يتحركان ف يف يوىكذا نر 

 وطاً تارة أخرى مت ًتعارض بينما يكون الياى مشدوداً تارة وم ييتحرك الرقاصان ف يلثاناثىتزاز ا

 الوسط . يو ود ع دة ف
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 3(3)مثال

 ًَّ   -:ح أدناه عندما تكون الحاثت الأوليةأو د است ابة ال ياز المو
  00,5)0( 21  xx 

    00,00 21  xx  

 
 الحل3

 ول الذبذبتين الطبيعيتين ونمطى اثىتزاز كما يمي:المثال الأ يل د و دنا ف
 

1,

1

2

1
1 










X

X

m

k
 

 

1,
3

2

2

1
2 










X

X

m

k
 

   يمكن كتابة اثزاحتين ىكذا ييمكن  اعتبار اثىتزاز مركباً من نمطى اثىتزاز وبالتال

)sin()(sin)( 22111   tBtAtx 

)sin()(sin)( 22112   tDtCtx 
   نمط الأول وبالتاليالحد الأول عمى اليمين يمثل ال

 

1

1

2

1 









X

X

C

A 

  C = Aن   أ يأ

           وبالمثل
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 

1

2

2

1 









X

X

D

B 

 D =  -B  نَّ أ يأ

   صبح معادلتي الحركة ىكذاوعميو تُ 

)sin()sin()( 22111   tBtAtx 

)sin()sin()( 22112   tBtAtx 
 -:الحاثت الأولية

0,5,0 21  xxt 

21 sinsin0  BA  

21 sinsin0  BA  
  وعن طريق ال مت والطرح نحصل عمى

(6) 5.2sin 1 A 

(7) 5.2sin 2 B 
   والآن ن اًل المعادلتين ةي اد السرعة وبعد تعويض الحالة الأولية

0)0()0(,0 21  xxt  

21 coscos0  BA  

21 coscos0  BA  
000coscos 21  AوBبالتالي 

   ومنيا نحصل عمى

2
0cos 11


  

2
0cos 22


  
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   7   لا6المعادلتين لا يوبعد التعويض ف

A=B=2.5 

  وبالتالي

t
m

k
t

m

k
tx

3
cos5.2cos5.2)(1  

t
m

k
t

m

k
tx

3
cos5.2cos5.2)(2  

  -3ارتباط الإحداثيات 3.3

 نَّ أات الدر تين من الحرية تكون مرتبطة بمعنى حركة الأ يزة من ذ نَّ  يمكن ال ول بشكل عام ب

  كل معادلة لمحركة وعموماً يمكن كتابة معادلتي الحركة ىكذاي اثحداثيين يظيران ف

0212111212111  xkxkxmxm  

0222121222121  xkxkxmxm  
  أو في شكل مص وفة ىكذا











































0

0

2

1

2221

1211

2

1

2221

1211

x

x

kk

kk

x

x

mm

mm



 

ما تكون مص وفة الكتمة رتباط ديناميكي ويحدث ىذا عندإ :اطبىنالك نوعان من اثرت نَّ أومن ىنا يتًح 

. يمكن ت ادى اثرتباط ا تكون مص وفة الكزازة غير قطريةيحدث عندم يستاتيكإوارتباط غير قطرية. 

  .باستخدام نظام إحداثيات مناسب

L  يفيو مركز الكتمة مت المركز اليندسي أ قالرسم أدناه يمثل قًيب  اسي ث ينطب   L   وال ًيب  

إلى احداثيين و يحتاج نَّ ىذا ال ًيب يمثل  يازاً ذي در تين من الحرية لأ نَّ أ.  k  ,k نيييامحمول عمى 

كان ارتباطاً ديناميكياً أم استاتيكياً أم  نَّ أاختيار اثحداثيين سيحدد نوع اثرتباط  نَّ أ .لوصه حركتو

 معاً.ديناميكياً و استاتيكياً 



27 

 

 
 الارتباط الاستاتيكى 1.3

ًَّ  x,إذا اخترنا  ذلك  نَّ إف Gاةزاحة الخطية لمركز الكتمة  يى x نَّ أحيث  الرسم أدناه  يح فكما مو

ً  إسيؤدى     ح المعادلةلى ارتباط استاتيكى كما تو

 















































0

0

0

0
2

22

2

111122

112221



x

LkLkLkLk

LkLkkkx

I

m

G


 

 الارتباط الديناميكي3. 2 

إذا سمطت عندىا قوة عمودية عمى العمود  تكون إزاحة ال ًيب خطية  Cة عمى ال ًيب ىنالك ن ط

   k L   =  k Lفحسب . ىذه الن طة تحددىا المعادلة 
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 يؤديان الى ارتباط ديناميكي cx,واستخدام 

 

0
0

0

2

42

2

31

21








































cc

c

x

LkLk

kkx

Ime

mem



 

  -3لارتباط الديناميكي والاستاتيكى. ا3

ًَّ   x=xاخترنا إذا  ارتباط ديناميكي  لىإذلك يؤدى  نَّ إ  فح في الرسمعند طره ال ًيب كما مو

 .واستاتيكى معاً 

 
 :يوالمعادلة ى

0
1

2

22

2211

11

1
















 



















x

LkLk

Lkkkx

ImL

mLm



 

 3(4)مثال

 .ارة عن قًيب لو در تان من الحريةأو د نمطي اثىتزاز لسيارة تمت محاكاتيا ب ياز بسيط عب

 :المعطيات

22100,1500 kgmIkgm G  

mkNkmkNk /39,/36 21  
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mLmL 65.1,35.1 21  

 
 الحل3

  :معادلة الحركة الرأسية

xmLxkLxk  )()( 221  

0221121
..







 
m

LkLk
x

m

kk
x 

   بعد التعويض نحصل عمى

05.1050                     6لا  xx 

  Gمعادلة الحركة الزاوية . ت خذ العزوم حول 

 
GILLxkLLxk  222111 )()( 

02211

2

22

2

11 





 x
I

LkLk

I

LkLk

GG

 

05.78.81  7لا
..

 x 
 

    7   لا6لتح يق المعادلتين لا

0
8.815.7

5.1050

2

2








 

05.75.10)8.81()50( 22   

040118.131 24   

22

2

22

1 )/(1.84,)/(7.47 sradsrad   
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sradsrad /2.9,/9.6 21   

ذا كانت سعة الحركة الخطية     يمكن بالطبت إي اد نمطي اثىتزاز وىما  Aالزاوية وسعة الحركة  Xوا 
   

31.0,57.4

21



















A

X

A

X 

  ً من  4.57mن ىنالك ع دة في م دمة ال ًيب وعمى بعد ح أىيئة اثىتزاز في الرسم التالي يو

 .0.31mالع دة خمه مركز الكتمة بمسافة  نَّ مط الأول. وفى النمط الثاني ن د أمركز الكتمة فى الن

 
 3(5)مثال

 ًَّ  .ي الرسم أدناهح فأو د الذبذبتين الطبيعيتين وىيئتى اثىتزاز لم ياز المو

 
 -الحل3
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 :معادثت الحركة 
121 )(  Iq  

)1(02

2

1

2
..

  pp 

2122 2)(  Iqq  

)2(5.0 1

2

2

2

2  pp  

                          -3نَّ حيث أ
I

q
P 2 

   بالتالي ثّ إ قالحل ث يتح 

0
5.0 222

222










pp

pp 

05.02 4224  pp  

22

2

22

1 71.1,29.0 pp   
 :الذبذبتين الطبيعيتين ىما نَّ أي أ

I

q

I

q
31.1,54.0 21   

   ا وىمامنمطى اثىتزاز يمكن إي ادى نَّ إ  ف  Aو  A الحركة الزاوية  يإذا كانت سعت

     



















1

41.1
,

1

41.1 21
AA 

 ًَّ  .ح في الرسم أدناهوىيئتا اثىتزاز كما مو

 
 3 تمرين 3.4
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   
































 35.2,85.0,961.1,81.0.

2

2

1

1

2

1
21

X

X

X

X

m

k

m

k
Ans 

ًَّ ن الطبيعيتين ونمطي اثىتزاز ثم أأو د الذبذبتي. 6  الرسم . ح فيرسم ىيئة اثىتزاز لم ياز المو

 
 

 

 

ًَّ أ .7  :المعطيات .ح في الرسمو دالذبذبة الطبيعية ونمط اثىتزاز ل ياز اثلتواء المو

d  =25mm  ,d  =20 mm  ,L =300 mm  ,  L  =150 mm  ,I  =0.57 kg m 
 
  I  

=0.34kgm
 
 ,G =80kN/ mm

  

 

Ans. )6.0,/39.4(
2

1 
A

A
srad  

 Gمركز الكتمة  k.بعاد متساوية ولكل ياى ثابت محمول عمى ثجثة يايات عمى أm . سم  اسي كتمتو 8

 aقائم عمى مستوى الرسم  Gمحور عبر  . نصه قطر الدوران حولي ت فى منتصه المسافة بين يايين

ت اثتزان يكون ال سم اف ياً  فى  .ين وىيئتى اثىتزاز ومواًت الع دو د الذبذبتين الطبيعيتأ .موً
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Ans. 















m

k

m

k 12
,,

2
21   

بمسافة  Gالع دة اثولى فى الطره اليسار لم ًيب والع دة الثانية عمى يمين 
3
a( 

                                تحمل كتمتين متساويين              2Iوليا عزم قصور ذاتى  rكرة نصه قطرىا ب. 9

m  بواسطة يايين ليما ثابتانk , k7 نَّ أن ترض  .رىما يتصجن بحبل يمر حول البكرة. واليايان بدو 

 استنت  معادثت الحركة. .ان بحريةا البكرة بامكانيا الدور ف ط بينم يسأالكتمتين تتحركان فى ات اه ر 

 

Ans. 

























023

0)(

0)(2

21

2
..

22

11

krxkrxkrI

rxkmx

rxkxm







 

 .أدناهكما فى الرسم   kلو ثابت  يف أومحكومة بياى  Iبكرة ليا عزم قصور ذاتى حول محور الدوران  .:

 .استنت  معادلة الحركة mيتصل بكتمة   kخر لو ثابت هىنالك ياى 
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Ans. 













)0)(

0)((

2

2

2

1





rxkxm

xrrkrkI



  

  k =3kN/m k =5kN/m ,  مسنود عمى يايين L = 1.6mطولو  ABغير منتظم قًيب. ;

 نَّ أاذا عممنا  0.3mم داره  Gولو نصه قطر دوران حول مركز الكتمة  9kgكتمة ال ًيب 

L =0.6m  ,L =1m  و د الذبذبتين الطبيعيتينأ.  

 
Ans. )/0.77,/8.29( 21 sradsrad    

ًَّ و د الذبذبات الطبيعية لم ياز الم. أ>  .اثىتزازرسم ىيئة أو د انماط اثىتزاز ثم أ .أدناهح و

 

Ans. 

     





























































5.0

1

5.0

,

1

0

1

,
3

,

21

21

XX

m

k

m

k

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تظل ثابتو وثتت ير عند  T نَّ أعمى افتراض  .أنظر الرسم .T. كتمتان موصمتان بسمك قوة الشد فيو =

                               :              ز ىىأنَّ الذبذبتين الطبيعيتين لم يا  برىن كتمتين فى ات اه عمودى عمى السمكازاحة ال

mL

T3
,

mL

T
21  

 أرسم ىيئة اثىتزاز :

 

Ans. 

   
































1,1

2

2

1

1

2

1

X

X

X

X
 

لدوران ال ًيب فى عكس ات اه دوران ع ارب الساعة  أو د  θو  Gثزاحة  x. اختر اثحداثيين <

 مركز الكتمة . Gالذبذبتين الطبيعيتين. 

 ؟ أي اختجهفى ات اه دوران ع ارب الساعة فيل يترتب عمى ذلك  θنت ذا كاإ

 

Ans.
   

)119.0,7.0,026.2,282.1(

21

1
21 L

X
L

X

m

k

m

k





















  

65 ًَّ   :التالية دناه من الحالة اثوليةأح فى الرسم . بدأ ال ياز المو

   

    000

0.10,00

21

21





xx

xx


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 :برىن ان معادلتى الحركة كما يمى

tttx 211 cos447.0cos447.0)(   

tttx 212 cos278.0cos722.0)(   

                        نَّ أحيث 
m

k

m

k 618.2
,

382.0
21   
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 الفصل الرابع

 الاهتزاز الحر المتضائل

Damped Free Vibration)) 

 مدخل3 4.1

ىنالك أنواع كثيرة لممًاءلة  ولكن أكثرىا شيوعاً ويسراً في التحميل ىي المًداءلة المز دة والمًدائل المدزج 

  :اس يتحرك داخل أسطوانة ممتمئة بالزيت. ويرمز لممًائل ىكذاعبارة عن كب

 
كمددا يمددي وىددى عجقددة خطيددة بددين ال ددوة  xوالسددرعة  cومعامددل المًدداءلة  Fوالعجقددة بددين ال ددوة المسددمَّطة 

xcFوالسرعة    وعميو فان وحدة قياس معامل المًاءلة  Ns/m. 

   از لو در ة واحدة من الحرية كما في الرسم أدناهن خذ  ي

 
   معادلة الحركة

                                                          xmkxxc   

            0 x
m

k
x

m

c
x  
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  ويمكن كتابة ىذه المعادلة ىكذا

        02 2  xpxpx   

   ثابتان p,حي ان 

     
mp

c

m

k
p

2
,   

   الحل الت ميدي لممعادلة الت اًمية

tex  

   . وبعد التعويض في المعادلة نحصل عمىثابت  نَّ أحيث 

       02 22  tepp  

  والحل يتطمب الآتي 

                                                     02 22  pp 

           12   pp 

  وبالتالي فالحل العام ىو 

             tt
BeAex 21 

 

 يكون الحل  2و 1وبعد تعويض قيمة  .من الحالة الأولية ثابتان يمكن إي ادىا Aو B نَّ أحيث 





 

 tptppt BeAeeX
11

2 

pteالحددد الأول  أمددا سددموك الحدددين داخددل ال ددوس المربددت يعتمددد  .بددارة عددن دالددة تندداقص أسددى مددت الددزمنع

12عمى ما إذا كانت ال يمة   1عندما تكدون  .أو ص راً   أو سالبة  مو بة   فدان  دذري المعادلدة

وعنددما  .إلدى تد ر ح ال يداز ىالمًداءلة مرت عدة وث تدؤد نَّ أ  وفى ىذه الحالة ي ال ن ح ي يينيكونان عددي

خ ًدة ويدؤدى ذلدك إلدى المًداءلة من نَّ أيكون ال ذران عددين مركبين وفى ىذه الحالة ي ال  1تكون

 .ت ر ح ال ياز
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وعنددىا يصدبح ال دذران متسداويين فدي ال يمدة  1الحالة ال اصمة بين الت ر ح وعدمو ىو عندما تكون  

مددرة  . سددنناقش ىددذه الحدداثت الددثجثأنَّ المًدداءلة حر ددة  ح لم يدداز وي ددال فددي ىددذه الحالددةتدد ر  ثوث يحددد

وبالتدالي  ccمل المًاءلة الحر ة ويرمز ليا بددولكن قبل ذلك نتعرض لمعا .أخري وي در اكبر من الت صيل

   نَّ إف

                          1
2


mp

cc 

  معامل المًاءلة الحر ةأنَّ  يأ

                                        mpcc 2 

اءلة الحر دددة وتسدددمى نسدددبة مدددل المًددداءلة ومعامدددل المًدددىدددي النسدددبة بدددين معا نَّ أومدددن ىندددا نسدددتنت  

 .المًاءلة

  1: المًاءلة المنخ ًة الحركة الت ر حية (‌أ)

 الحل3

           




 

 tiptippt BeAeex
22 11  

   ويمكن كتابتيا كما يمي

   
 
















  01sin

1

00 2

2
xt

p

ptx
ex pt 



  

    tpXex pt 21sin 
    أو

                           o

pt

o tpeXx    21cos 
,X,,X نَّ أحيث  oo  ثوابت يمكن إي ادىا من الحاثت الأولية    0x,0x.  

   وىذه المعادلة ت يد ان ذبذبة اثىتزاز المتًائل

 21
2




 p
T

p
d

d 
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ً  والرسم الت  ح تجشى اثىتزاز الى يو

 
  .1. حالة المًاءلة المرت عة الحركة غير التار حيةلاب   

 الحل 3

ptpt

BeAex





 





 


11 22  

:  حيث أنَّ

     

12

010

2

2










P

pxx
A

 

     

12

010

2

2










P

pxx
B

 

ح فيوالمنحنى كما  ًَّ   الرسم أدناه مو
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pفي ىذه الحالة  1 لاج  حركة المًاءلة الحر ة 21 .  

 والحل 3

       pteBtAx  

 أو

       000 xtpxxex pt    

 
حركددة المًدداءلة الحر ددة أسددرع  نَّ أ ير حيددة وحركددة المًدداءلة الحر ددة ىدد وال ددرق بددين الحركددة غيددر الت

 (overshoot)زة ليدددا مًددداءلة حر دددة لتجفدددى الت ددداوز مدددن الأ يددد . وليدددذا السدددبب كثيدددرفدددي التجشدددي

 .حر والت 

  3التناقص الموغريثمى 4.2

.  ر حداتقيداس معددل تجشدى الت يال يداز تتمثدل فد يطري ة سيمة ةي اد م دار المًاءلة المو ودة ف

 ل التجشي.وكمما كبرت المًاءلة كمما زاد معدَّ 

  ة خذ اىتزاز متًائل يمكن التعبير عنو بالمعادل

    tpXex pt 21sin 

 ًَّ  .حة فى الرسم أدناهوىذه مو
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 نَّ أ ي. أي سعتين متتاليتيننستخدم مصطمح التناقص الموغريثمى وىو الموغريثم الطبيعي لمنسبة بين أ

 .δ ويرمز لو بالحره يالموغاريثمالتناقص 

2

1ln
X

X
 

 
    

















Tte

tpe

Ttp

pt

1

2

1

2

1

1sin

1

 

ونسبة لأنَّ قيم   2sinsin فإنَّ المعادلة الساب ة يمكن تبسيطيا ىكذا   

  PTe
e

e pt

Ttp

pt

 










lnln
1

 

 نعو ض لمزمن الدوري 

21

2








p
T 

 يلنحصل عمى الصي ة الدقي ة لمتناقص الموغاريثم

21

2







 

11ص يرة  يصبح  وعندما تكون  2  
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 والحل الت ريبي 

                                                   2 

ح الصي تين الدقي ة الت ريبية  ً  .الرسم التالي يو

 

 

 (13مثال)

, m=4kg ,c=21Ns/mالبيانات التالية تتعمق ب ياز يتكون من كتمة وياي ومًائل وقيميا 
k=5260N/m .بين أي سعتين  التناقص الموغريثمي في حالة اىتزاز ال ياز وكذلك النسبة أو د

 متتاليتين.

 الحل:

                              srad
m

k
P /3.36

4

5260
 

 معامل المًاءلة الحر ة 
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mNsmpcc /2903.36422  

 نسبة المًاءلة 

                                        0724.0
290

21


cc

c
 

 التناقص الموغاريثمي 

21

2







 

456.0
0724.01

0724.02

2








 

 إذن نسبة أي سعتين متتاليتين 

58.1456.0

2

1  ee
X

X  

 (23مثال)

 برىن أنَّ التناقص الموغاريثمي يمكن حسابو من المعادلة الآتية:

n

o

X

X

n
ln

1
 

دورة. أرسم منحني نسبة المًاءلة وعدد الدورات التي تؤدي إلي  nبعد مرور تمثل سعة الحركة  xnحيث 
    تناقص السعة بنسبة 

e
X

X

X

X

X

X

X

X

n

n  1

3

2

2

1

1

0 ... 

النسبة 
n

o

X

X  يمكن كتابتيا ىكذا 

                          































 

n

n

n X

X

X

X

X

X

X

X

X

X 1

3

2

2

1

1

00 ... 
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   nn

n

ee
X

X
0 

 ومنيا تستنت  

n

o

X

X

n
ln

1
 

 . من المعادلة الساب ة    ةي اد عدد الدورات التي بمرورىا تنخ ض سعة الحركة بنسبة 

nn

693.0
2ln

1
2   

110.0
2

693.0



n 

 كما في الرسم أدناه. nوىذه المعادلة ىي المطموبة والمنحني 

 
 

 3تمرين 4.3
  . أو د معامل المًاءلة الحر ة. 700N/mبطره ياي لو ثابت  تتصل 1kgكتمة  .6

Ans. (cc=52.9Ns/m)  
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أنت دت  2.5Nإذا كدان قدوة  .الكباس عند تسميط قوة محدددة عميدولتدري  مًائل   تم قياس سرعة  .7

  أو ددد نسددبة المًدداءلة عنددد اسددتخدام ىددذا المًددائل مددت ال يدداز الددذي ورد 30mm/sسددرعة ثابتددة 

  .                             6لا وص و في المس لة

 57.1Ans. 

سدعتين  ي  ومًدائل لدزج ييتدز بحيدث تكدون أ1.75kN/mوثابدت يداي  2.267kg ياز لو كتمة  .8

 . أو د:=<50و6055متتاليتين 

 لاب  نسبة المًاءلة  ذبة الطبيعية لجىتزاز المتًائل الذب   ألا

 ل المًاءلة لاد  معام   .التناقص الموغريثمى لاج  

Ans.  405.0,003215.0,0202.0,/8.27  csradp   

9.  ًَّ ح في الرسم أدناه ثم أو د الذبذبة الطبيعية لجىتزاز المتًائل اكتب معادلة الحركة لم ياز المو

  .وكذلك معامل المًاءلة الحر ة

 
 

Ans.








































































m

k

a

b
mc

m

c

a

b

m

k
P

m

k

a

b

m

c

cd 2,
2

0

22

2
...



 

ت اثتزان ثم أطمق. .: ة إذا تناقصت سعة الحرك  ياز يتكون من كتمة وياى ومًائل أزيح من موً

        ؟نسبة المًاءلة في ال ياز   ماىيكل دورة :%
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  00816.0Ans. 

رتدت الماسورة بعد إطجق إذا إ. 300kN/mليا ياى لجرتداد ثابتو  540kgماسورة مدفت كتمتيا  .;

ر ة لممًائل الذي لاب  معامل المًاءلة الح .لجرتداد   السرعة الأوليةلاأ   أو د1.2mال ذي ة 

ت اسورة عند نياية شوط اثرتداديتصل بالم . لاج  الزمن المطموب لكي تعود الماسورة الى موً

50mm ت الأول           .من الموً

Ans.  mNscsmxst c /25488,/3.28,214.0    

من اةزاحة الأولية عند  %65 (overshoot)اد تصميمو بحيث يصبح الت اوز . مًائل برَّ  >

1إذا كانت  . 1.إطجقو   أو د 
2

1
 فكم سيكون الت اوز  .  

Ans.  379.0,59.01  Xovershoot  

  ومًدددائل لدددو 3.5kN/m  ويددداي لدددو ثابدددت 4.534kgحالدددة اىتدددزاز يتكدددون مدددن كتمدددة  ي يددداز فددد .=

 . أو د:12.43Ns/mمعامل مًاءلة 

 سعتين متتاليتين ينسبة أ ج لا  يثمءلة   لاب  التناقص الموغاريلاأ  نسبة المًا

Ans. 







 36.1,31.0,0493.0

1

0

X

X
  

 . أو د :  k=7kN/m    ,  m=17.5kg    ,  c=70Ns/m.  ياز ييتز لو البيانات التالية  <

 لاب  الذبذبة الطبيعية لجىتزاز المتًائل   لاا  نسبة المًاءلة 

  سعتين متتاليتين يلاد  نسبة أ  يالموغاريثملاج  التناقص 

Ans. 







 88.1,6315.0,/9.19,1.0

1

0

X

X
sradpd   

  يدتم تعشديق  يداز بواسدطة يداى . فدى نيايدة اثرتدداد . طاقة اثرتداد لمدفت ًخم يدتم امتصاصديا65

دت إطدجق طدن      . ندوع مدن ىدذه المددافت كتمتدو الندار بددون ذبذبدة مًاءلة بحيث يعدود المددفت لوً
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. أو ددد اقددل معامددل لممًدداءلة المز ددة ثابددت اليدداى . أو ددد9m/sليددة مددن سددرعة أو  3mومسددافة اثرتددداد 

ت اثتزان عو الأول بدون ت ر ح حول موً  .الذى يؤدى الى عودة المدفت لوً

Ans. (k=327kN/m  , cc=218kNs/m)   .  

سددددعة الحركددددة  نَّ أو ددددد  10s. بعددددد 6Hzن مددددن كتمددددة ويدددداي ومًددددائل ييتدددز بذبذبددددة .  يددداز يتكددددوَّ 66

 .حسب نسبة المًاءلةأومن ثم  يالموغاريثمحسب التناقص أمن قيمتيا الأولية.  5>انخ ًت الى %

 Ans.  

 , 38.4mm 48mm.اثزاحات ال صوى المتتالية ل يداز يتكدون مدن كتمدة ويداي ومًدائل كاندت 67 

60mm  , 75mm  إذا عممنا ان .k=800N/m    , m=20kg :أو د   

 ة المزج لاب  معامل المًاءل   لاأ  نسبة المًاءلة 

 أنظر الرسم.

 
Ans.  mNsc /9,0355.0   

ددت اةطددجق بعددد اثرتددداد بواسددطة  يدداز إر دداع إتعددود  635kg. ماسددورة مدددفت ميدددان كتمتيددا 68 لددى موً

لى عودة إأو د قيمة معامل المًاءلة لم ياز والذي يؤدى  148kN/mيتكون من مًائل وياى لو ثابت 

ت اةطجق فى  .قصر مدة ممكنة بدون ت ر حأ الماسورة الى موً

Ans.  (c=19.4kNs/m)  

ت عشوائى  ي.  ياز لو مًاءلة حر ة تم إطجقو من سكون ف69   أو د:t = 0عند   xموً

ت ال ياز ف لاأ  المدفت المدذكور  يلاأ  ف يستخدمت النتي ة المتحصمة فألاب إذا  . tزمن  يأ يموً
ت اةطجق يماسورة فو د الزمن الذى تكون فيو الأ   68ي المس لة لاف  .منتصه الطريق لموً

Ans.    stptexx pt 1108.0,10    .  

 00594.0,000946.0  
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نا ان ماسورة المدفت ف   أو د   181kgلى زيادة كتمتيا إ ي  تم تعديميا مما أد68المسالة لا ي. إذا افترً

 .ن يستخدم إذا ظل  ياز اةر اع حرج المًاءلةأل ياز اةر اع الذى ي ب  kالثابت 

 Ans. (k=115.6kN/m)  .  

6; ًَّ   أدناه.الرسم  يح ف.استنت  المعادثت الت اًمية لم ياز المو

 

Ans. 







 21111222

.

2 , xcxkxcxcxkxcxm   
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 الفصل الخامس
 الاهتزاز القسري  

(Forced Vibration) 
 مدخل3 5.1

ًطراب عندما يكون اثىتزاز نا م من قوة خار ية يُسمى اىتزاز قسري. إذا كانت قوة اةثارة أو اث

المسمَّطة عمى ال ياز تواف ية  فإنَّ ال ياز ييتز بذبذبة مساوية لذبذبة ال وة. ومن مصادر ال وى التواف ية 

عدم اثتزان في الأ زاء الدوارة في الآثت  وال وى النات ة من الحركة الترددية. ىذه اةثارة قد ث تكون 

ثر أداؤىا  باةًافة إلى أنَّو ًار لتنشاء إذا كانت مرغوبة في الأ يزة المتصمة بيذه الآثت والتي يت 

سعة الحركة كبيرة. كما ي ب ت ادى الرنين في معظم الحاثت  ولت ادي نشوء سعات حركة كبيرة  كثيراً ما 

المخم دات وماصَّات اثىتزاز. ودراسة سموك ىذه الأ يزة ميم لكى تؤدى دورىا بك اءة عالية.  متستخد

ية يمكن أن تكون عمى شكل قوة أو إزاحة لن طة ما في ال ياز. سنركز في البداية عمى اةثارة التواف 

 .أدناه ياز لو در ة واحدة من الحرية ومزود بمًائل لزج كما في الرسم 

 معادلة الحركة:

 
                  tFkxxcxm sin0  

 ويمكن كتابتيا ىكذا 
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t
m

F
xpxpx  sin2 02   

حددل ىددذه المعادلددة يتكددون مددن  ددزئين  الحددل التكميمددي وينددت  مددن المعادلددة الصدد رية  والحددل الخدداص. الحددل 

التكميمدددي فدددي ىدددذه الحالدددة ىدددو حدددل اثىتدددزاز الحدددر المتًدددائل الدددذى ورد ذكدددره فدددي ال صدددل السدددابق. والحدددل 

و ىكذا    الخاص يمثل الحالة المست رة  ويمكن أن ن ترً

   tXx sin 

زاوية الطور لتزاحة م ارنة مت قوة اةثارة. وةي اد سدعة الحركدة وزاويدة  ىى سعة الحركة و Xحيث أنَّ 

 الطور يتم تعويض الحل الم ترض في معادلة الحركة  

   tXx cos 
   tXx sin2 

      t
m

F
tXptxptX  sinsincos2sin 022  

 نع وض 

2


 t 

 لنحصل عمى 

  )1(cos022 
m

F
Xp  

 نعو ض 

                                                    0t 

 

 لنحصل عمى  

)2(sin2 0 
m

F
Xp  

   ثم أ معيما لنحصل عمى  7   لا6رب ت كلٍ من المعادلتين لا
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   2
222

0

2

/

 pp

mF
X



 

Pوىذه يمكن إعادة كتابتيا بعد قسمة العموي والس مي عمى
 كما يمى    

   2
22

0 21

1

rrX

X



 

                   حيث أنَّ               
p

rو
k

F
X


 0

0 

ادلدة   وعميو فإنَّ الحد عمى يمدين المع Fىي اثنحراه اثستاتيكى النا م من تسميط الحمل   Xثحظ ان 

   أي أنَّ  ىو عامل التكبير وسنرمز لو بد

          
   2

22 21

1

rr 




 

   نحصل زاوية الطور  7  عمى المعادلة لا6وب سمة المعادلة لا









2

2
tan

p

p 

 والتي يمكن كتابتيا كما يمى  

21

2
tan

r

r





 

ح  ًَّ  بعض قيم اةزاحة وزاوية الطور:ال دول التالي يو

 
0/ XX r 

    5 

2


 

2

1 6 

 5  
ثحدظ أنَّ النسدبة 

0X

X عنددما تكدون r =1ى المًداءلة المتدوفرة فدي ال يداز. فدإذا كدان ال يداز   تعتمدد عمد

فددان   0خدالٍ مددن المًدداءلة أي 
0X

X ولكددن بو دود المًدداءلة  تُصددبح النسددبة محدددودة  وعندددما .
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ن دد أنَّ النسدبة عندد الدرنين  1تُصبح المًاءلة حر ة 
2

1

0


X

X دح العجقدات التدي  ً . الرسدم التدالي يو

 أشرنا إلييا.

 

 
ح أدناه. جويمكن استنتا ًَّ  ن س المعادثت بطري ة الرسم كما مو
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 حيث نجحظ أنَّ 

tFF sin0 

)sin(   tXx 

 كما يمي   Fmوال صور  Fcوالمًائل  Fkوال وى في  الياي 

)sin(   tkXkxFk 











2
)(sin)cos(


 tXktXkxcFc

 

   )(sin)sin( 22 tXmtXmxmFm
 

 ومن الرسم  يمكن استخجص الآتي:

    2

0

222 FXcXmkX   

 
2

02222 )2()( 









m

F
XpXp  

 والتي يمكن إعادة كتابتيا بالصي ة الم لوفة  

   2
22

0 21

1

rrF

Xk



 

           
22 1

2
tan

r

r

XmkX

Xc












 

  r >>1و  r =1 و  r <<1 يمكددن دراسددة سددموك ال يدداز مددن مخطَّددط ال ددوى لمحدداثت الددثجث وىددى 

حة أدناه. ًَّ  والمخطَّطات مو
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  تكون قوة ال صور والمًاءلة ص يرة وبالتدالي تكدون زاويدة الطدور صد يرة  وبالتدالي   >> rعندما تكون 

در دة   5<  فإنَّ زاوية الطور تكون  r=1اي. وعندما تكون فإنَّ ال وة المسمطة تكون مساوية ت ريباً ل وة الي

ويصبح المخطَّط كما في الرسم. قوة ال صور الآن أكبر وتوازييا قدوة اليداي  بينمدا ال دوة المسدمَّطة ت ابدل قدوة 

ت ريبداً لمت مدب در ة  و تت و ال دوة المسدمطة كميدا  5=6ت ترب من   فان <<6rالمًاءلة. وعندما تكون 

 عمى قوة ال صور ويمكن عمى أية حال استنتاج معادلة الحركة التالية:

)1sin(
)2()1(

)sin(
)( 1

2

1
222

0 


  



  tpeX

rr

t

k

F
tx pt 

 الأجزاء الدوارة3  فيعدم الاتزان       

إنَّ عدددم اثتددزان فددي الأ ددزاء الدددوارة مصدددر شددائت ةثددارة اثىتددزاز. ن خددذ  يدداز ييتددز فددي اثت دداه  الرأسددي 

ح في الرسم أدناه.بواسطة هلة دوَّار  ًَّ  ة غير متزنة كما مو

 
 .eواثتمركز   تدور بسرعة  mعدم اثتزان تم تمثيمو بكتمة ثتمركزية 

 معادلة الحركة:

tmekxxcxM  sin2  

 ويمكن إي اد سعة الحركة وزاوية الطور 

222

2

)2()1( rr

r

me

MX


 

21

2
tan

r

r





 
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 لحل الكامل وا

)1sin()( 1

2

1    tpextx pt 

)sin(
)2()1( 222

2







 t
rr

r
M

me

 

 
 (13مثال)

دددح.  ًَّ هلدددة مزدو دددة مثيدددرة لجىتدددزاز اسدددتخدمت فدددي اىتدددزاز  يددداز يتكدددون مدددن كتمدددة ويددداى ومًدددائل كمدددا مو

ولما زيدت السرعة زيادة كبيرة بعد الدرنين لدُوحظ أنَّ  6mmويت ير سرعة دوران الآلة تم تس يل سعة رنين 

 .. أو د نسبة المًاءلة في ال ياز0.8mmلسعة ت ترب من ا

mmXr 6,1 1  

)1(
2

11




me

XM 
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mmXr 8.0,1 2  

)2(12 
me

XM 

    6  عمى المعادلةلا7اقسم المعادلةلا

2

1

2

1 
X

X 

0666.0
6

8.0

2

1

2

1

1

2 


















X

X
 

 حركة الأرضية3     

ح في الرسم.في حاث ًَّ ية كما مو  ت عديدة تتم إثارة ال ياز بحركة أرً

 
 معادلة الحركة:

kyyckxxcxm   

ypypxppxx 2

2 22    

 عو ض 

tYy sin 

)sin(   tXx 

 لتُصبح معادلة الحركة كما يمى:

)cos(2)sin(2   tXptX 
tYptYptXp  sincos2)sin( 22  
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2
 t 

)1(cossin2)( 222  YpYpXp  
0t 

)2(sincos22 2  YpYpXp  
   وأ معيما لتحصل عمى  7  ولا6رب ت لا

222

2

)2()1(

)2(1

rr

r

Y

X








 

22

3

)2()1(

2
tan

rr

r







 

والنسبة بين 
Y

X   َّتعره بالمن ولية  أي أن 

TR
Y

X
 

222

2

)2()1(

)2(1

rr

r
TR








 

 عزل الاهتزاز3      

إنَّ ال وى النا مة من اثىتزاز في الآثت والماكينات عادة ث يمكن ت ادييا  ولكن أثرىا عمى الأ يزة 

يمكن الت ميل منو بم دار وافر عن طريق يايات مناسبة تعره بالعوازل. في الرسم أدناه نحاول إي اد ال وة 

ية.المن و   لة ل رً
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   22
XckXFT  

2

)2(4 ppX
m

FT  

   2
22

0 XcXmkXF   
2

)2()( 2220  ppX
m

F
 

222

2

0 )2()1(

)21(

rr

r

F

FT








 

والواًح أنَّ 
0F

FT  مماثمة لمعجقة
Y

X  أي أنَّ المن ولية في ىذه المرة 

222

2

)2()1(

)2(1

rr

r
TR








 

ية عن قوى اثىتزاز . والرسم  ية مماثمة لعزل الأرً وبالتالي فإنَّ مسالة عزل كتمة عن حركة الأرً

ح أنَّ المن ولية ت ل عن واحد ف ط عندما تكون   ً  2rومن المجحظ عندما تكون  2rالمرفق يو

ل في ت ميل المن ولية من ال ياز الذي يشتمل عمى مًائل. بعض فإنَّ ال ياز بدون مًائل أفً

المًاءلة مطموبة بالطبت وذلك لت اوز منط ة الرنين عمى الرغم أنَّ سعة الحركة عند الرنين يمكن التحكم 

 فييا باستخدام نواطير. 

 كما في الرسم أدناه. Mيمكن ت ميل سعة الحركة بتثبيت الآلة عمى كتمة كبيرة 

 
 الة ت اىل المًاءلة فإنَّ المن ولية تكون  وفي ح

1

1
2 


r

TR 
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 .2rوم يوم في ىذه الحالة أنَّ  

 (23مثال)

وليا عًو دوَّار غير متزن  700kN/mمسنودة عمى عدد من اليايات م موع ثوابتيا  100kgهلة كتمتيا 

   2.0لدقي ة. عمى افتراض نسبة المًاءلة ل ة/ا     عند سرعة  350Nينت  قوة إثارة 

 لاج  ال وة المن ولة .   لاب  المن ولية  لاأ  سعة الحركة   -أو د :

 الحل3

m=100kg                  k  =700kN/m 

sradNF /314
60

30002
,3500 





 

 سعة الحركة     ألا

srad
m

k
p /7.83

100

10.700 3

 

mmm
k

F
X 5.0

10.700

350
3

0
0  

75.3
7.83

314


p
r

 

22 )2()1(

1

rr 



 

222 )75.32.02()75.31(

1


 

0761.0 


0X

X 

mmmX 038.05.00761.0  

 لاب   المن ولية 
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222

2

)2()1(

)2(1

rr

r
TR








 

137.0
)75.32.02()75.31(

)75.32.02(1

222

2





TR 

 لاج   ال وة المن ولة 

TR
T

FT 
0

 

NNFT 48350137.0  

 ماصة الاهتزاز3 5.5

كمدا فدي الرسدم أدنداه عمدى ذبذبدة قدوة اةثدارة بحيدث  k ويداي   mعندما يتم ًبط منظومة تتكون من كتمدة 

تكددون 
2

22

m

k
 فددإنَّ المنظومددة تعمددل ماصددة لجىتددزاز  وت ددوم بت مدديص سددعة حركددة الكتمددة الرئيسددية  m  

  الى الص ر.

 
   mمعادلة الحركة لمكتمة 

1121211 sin)( xmtFxxkxk 
   

            6لا  t
m

F
xpxppx o sin

1

2

2

1

22

111  

 حيث أنَّ  
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1

22

21

1

12

11 ,
m

k
p

m

k
p  

   mمعادلة الحركة لمكتمة 

22122 )( xmxxk  

01              7لا

2

222

2

222  xPxPx           

 حيث أنَّ 

2

22

22
m

k
P  

ن ترض الحل                   tXxtXx sin,sin 2211  

   تصبحان 7  و لا6المعادلتان لا

   8لا     t
m

F
tXPtXPP  sinsinsin

1

0
2

2

1

222

11  

                  9لا    0sinsin 1

2

222

22

22  tXPtXP  

   عو ض  9في المعادلة لا

2
,0


  tt 

 لنحصل عمى  







 ,122

22

2

22
2 X

P

P
X 

    8عو ض في المعادلة لا

  
m

F
X

P

PP
XPP 0

122

22

2

22

2

1

222

11 





 

 وىذه يمكن كتابتيا كما يمي  
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1

2

2

22

2

111

2

2

2211

11

1

k

k

PPk

k

P

F

kX

o


































































 

= 6ثحظ أنَّو عندما تكون النسبة 
22P

  فإنَّ سعة الحركة  .X     

2211                والآن إذا كان     PP   َّفإن
1

2

1

2

k

k

m

m  

 وبالتالي تُصبح المعادلة  

  42

2

11

21

1

rr

r

F

kX

o 





 

 حيث أنَّ  

1122 PP
r


 

ذا كان   تُصبح المعادلة   2.0وا 

42.21

1

2

2

11

rr

r

F

kX

o 


 

حة في الرسم التالي   ًَّ  ىذه المعادلة مو

 

ولمحالدة التدي تكدون فييدا  ن من الحرية فميذا لو ذبذبتان طبيعيتان تعتمدان عمى قيمدة ولأنَّ لم ياز در تا

P  =P    َّفإن   
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  42

2

11

21

1

rr

r

F

kX

o 





 

 وةي اد الذبذبتين الطبيعيتين أو حالة الرنين نًت  

  021 42  rr 

  :ومن ثم إنتاج الرسم البياني التالي rومن ثم إي اد قيم  حيث يمكن تعويض قيم محددة لد

 
01فددإنَّ سدددعة الحركدددة  22Pوالآن مدداذا يمكدددن أن يُ دددال عدددن كتمددة الماصدددة. عنددددما يكدددون  X ولكدددن  

   إلى سعة م دارىا 6تتعرض كتمة الماصة من المعادلة لا
k

F
X 0

2


 

تبذل قوة مساوية ل وة اةثارة ولكن مًادة ليا من ناحية اثت اه.   m , kوىذا يعنى أنَّ منظومة الماصة 

 المسموح بيا.  Xيعتمدان عمى قيمة   m  , kوليذا فإنَّ قيمة 

 (33مثال)

ددح فددي الرسددم أدندداه   ًَّ kg90m,kg5.22mفددي ال يدداز المو 12  إذا أثيددرت الكتمددة .m   بعدددم

. كدددم  kل ة/الدقي دددة  أو دددد ال يمدددة المناسدددبة لثبدددات اليددداي  55=6يددددور بسدددرعة  0.023kgmإتدددزان م دددداره 

 . mتكون سعة حركة الكتمة 

 الحل 3 



65 

 

kgmmekgmkgm 023.0,5.22,90 21  

srad /5.188
60

18002






 

NmeF 8175.188023.0 22

0   

1
22


P

 

sradP /5.18822  

2

2

22

22 5.188
m

k
P 

mkNmNk /5.799/5.1885.22 2

2  

mmm
k

F
X 02.1

10.5.799

817
3

2

0
2  

 تمرين3 5.6

ييتز في وسط  لزج. أو د معامل المًاءلة عندما تؤدى قوة تواف ية  1.95kg ياز كتمتو   .6

24.46N  12.7إلى سعة رنينmm  0.2بزمن دوريs. 

Ans. (c=61.3Ns/m)  
  كم تكون النسبة المئوية في 4Hzواف ية ذبذبتيا   ب وة ت6إذا تمت إثارة ال ياز في المس لة لا .7

 الزيادة في سعة حركة اثىتزاز عند فصل المًائل.

Ans.        
. عندما أزيحت الكتمة ثم أطم ت وُِ د أنَّ الزمن 525N/mكتمة تتصل بمًائل وياي لو ثابت  .8

حركة وزاوية الطور   أو د سعة ال 605و  907ونسبة أي سعتين متتاليتين  1.8sالدوري لجىتزاز 

 .F=2cos3tعند تسميط قوة عمى ال ياز 

Ans. (X=7.97mm ,       
o
)      
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برى ن أنَّ أقصى قيمة لسعة الحركة ل ياز يتكون من كتمة وياي ومًائل يحدث عندما تكون  .9

221النسبة  



p

. 

عند الرنينين قيست سعة الحركة F sint أثارتو ب وة  ياز  يتكون من كتمة وياي ومًائل تمت  .:

. 4.6mmمن ذبذبة الرنين  قِيست سعة الحركة فو دت  =50. عند ذبذبة تساوى 5.8mmفكانت 

 أو دت نسبة المًاءلة لم ياز.

Ans. )185.0(    

دددح فدددي الرسدددم أ .; ًَّ دنددداه  ثدددم أو دددد حدددل الحالدددة المسدددت رة وزاويدددة اسدددتنت  معادلدددة الحركدددة لم يددداز المو

 الطور.

 

Ans. 




















2222

1

1

2
tan,

)2()1(

1

r

r

rrX

X 



 

ح في الرسم أدناه ثم أو د سعة الحركة  .> ًَّ  .وزاوية الطور  Xاستنت  معادلة الحركة لم ياز المو

 

Ans. 




















222
2

1

1

2
tan,

)2()1(

2

r

r
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r

X

X 





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.عنددد  181.4kgلتحديدد خصددائص اثىتدزاز ةنشدداء كتمتدو   يداز إثدارة مددزدوج كمدا فددي الرسدم يسددتخدم .=

ددت اثتددزان  كانددت الكتمتددان الددج  55<سددرعة  ل ة/الدقي ددة  وبينمددا اةنشدداء يتحددرك إلددى أعمددى عبددر موً

.إذا كددددان عدددددم اثتددددزان فددددي ال يدددداز  21.6mmتمركزيتددددان فددددي ال مددددة. وعندددددىا كانددددت سددددعة الحركددددة 

0.0921kgm د. أو: 

 لاب  نسبة المًاءلة    عية لتنشاءلاأ  الذبذبة الطبي   

ددددددددددت الددددددددددزاوي لمكتمتددددددددددين اث تمركددددددددددزيتي ل ة /الدقي ة  755لاج  السعة عند سرعة      فددددددددددي      نلاد  الوً

ت اثتزان.  المحظة التي يتحرك فييا اةنشاء الى أعمى عبر موً

 
 

Ans.  3.177,0118.0,49.1,15  mmXHzf  

يددث تكددون المًددداءلة حر ددة. فددي اختبدددار  سددم ييتددز عمددى خدددط مسددت يم.  يدداز المًددداءلة ًددبط بح .<

دت اثتدزان بواسدطة قدوة  51mmتدري . أزيح ال سدم  . أثنداء الخدمدة يتعدرض ال سدم 35.6Nمدن موً

وبذبذبددة ًددعه ذبذبددة اثىتددزاز الحددر بدددون مًدداءلة . أو ددد سددعة  71.2Nل ددوة اىتددزاز تواف يددة بسددعة 

 اثىتزاز ال سري.

Ans. (X=20.4mm)  
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مدن  e. مركدز كتمدة الحددَّاه ي دت عمدى مسدافة kأربعدة يايدات لكدل مدنيم ثابدت . ماكينة مركبة عمدى 65

. مًدائل لدزج لدو Mكتمدة الماكيندة بمدا فدي ذلدك الحددَّاه  mمحور العمود لاانظر الرسم . كتمة الحددَّاه

ف يددة لمماكينددة  . افتددرض امتندداع الحركددة الأ يتصددل بالماكينددة. يدددور الحدددَّاه بسددرعة زاويددة  Cثابددت 

 برىن أنَّ المعادلة الت اًمية ثىتزاز رأسي ص ير ىي :

tmekxxcxM  sin4 2  

ل دة /الدقي دة بينمدا المًدائل م صدول  أو دد  855  يدور بسدرعة 65.إذا كان الحدَّاه في المسالة لا66

  M=204kg   .k = 49kN/m  , e  =2.54mm ,  m = 22.7kgسرعة الحركة. خذ 

Ans. (X=11.2mm)  .  

  تم توصيل المًائل إلى حاوية الماكينة. ثابت المًائل يسداوى نصده 66.افترض في المسالة لا67

معامدددددددددددل المًددددددددددداءلة الحر دددددددددددة. أحسدددددددددددب سدددددددددددعة اثىتدددددددددددزاز ال سدددددددددددري. أحسدددددددددددب زاويدددددددددددة الطدددددددددددور.                         

     لا          
o      (X=0.283mm Ans. 

ومًائل لو معامل  3.5kN/m. ياى لو ثابت 89Nمسمَّط عميو قوة اىتزاز بسعة  4.4kgتمتو . سم ك68

يساوى ال يمة الحر ة يتصجن بال سم بحيث تكون قوة الياى والمًاءلة في ن س ات اه قوة اثىتزاز. لمنت 

ريدددة لاإن . أو دددد مددددى الذبذبدددة الدائ5.1mmالتمددده ل  دددزاء الم ددداورة  ي دددب أن تكدددون سدددعة الحركدددة أقدددل 

 وُ دت  التي ي ب أن تكون في حدودىا قوة اثىتزاز.

Ans.   srad /4.56   

لجىتددزاز ال سددري ل يدداز لددو مًدداءلة ودر ددة حريددة واحدددة بدثلددة نسددبة الذبذبددة  .أرسددم زاويددة الطددور69

p

 2,1,5.0,2.0,02.0,0.  اسددددددددددتخدم ال دددددددددديم الآتيددددددددددة   ثحددددددددددظ أنَّددددددددددو عندددددددددددما تكددددددددددون .

1,
2


p


  ب ض النظر عن . 
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. عدم اثتزان 131kN/mمحمول عمى أربعة يايات كل واحد منيم لو ثابت  159kg. محرك كتمتو :6

وعة عمى بعد  28gفي المحرك يكافي كتمة  ا أنَّ المحرك من محور الدوران إذا عممن 152mmموً

محكوم ليتحرك في اثت اه الرأسي ف ط   أو د لاأ  سرعة الرنين    لاب  سعة الحركة عندما تكون سرعة 

 ل ة /الدقي ة .     المحرك

Ans.  mmXrev 034.0,min548   

F sinومسمَّط عمييا قوة تواف ية راسية قيمتيا  kمعم ة من ياى لو ثابت  m. كتمة ;6 t أو د قيمة   

 .  Fالتي تؤدى إلى مًاع ة سعة الحركة بالم ارنة باثنحراه السكوني الذي تسببو قوة ثابتة م دارىا 

Ans. 















m

k

2
   

ة أف ية خ ي ة. اثتدزان فدي قمدب المحدر ك يكدافي  227kg. محر ك كتمتو >6 عمدى  28gمحمول عمى عارً

ددددة تحددددت تدددد ثير كتمددددة  254mmمسددددافة  مددددن محددددور الدددددوران. إذا عممنددددا أنَّ اثنحددددراه اثسددددتاتيكى لمعارً

 ل ة/الدقي ة. 55=  أو د لاأ  سرعة الرنين لاب  سعة الحركة عند سرعة 5.59mmالمحرك 

Ans. (N=400rev/min  ,X=0.0424mm)  
. المحدر ك محكدوم 100kN/mو ثابت محمول عمى أربعة يايات كل واحد منيم ل 45kg. محر ك كتمتو =6

 14kgل دة /الدقي دة. إذا كاندت كتمدة قمدب المحدرك  6755عند سدرعة  0.5mmليتحرك رأسياً وسعة حركتو 

 أو د المسافة بين مركز كتمة قمب المحرَّك ومحور العمود.

Ans. (e=0.703mm)  
 ة /الدقي ة  يُجحدظ أنَّ سدعة ل 955إلى  855. إذا زيدت سرعة محر ك محمول عمى ياى تدري ياً من <6

. أو دد سدرعة 1.016mmإلدى  1.905mmاثىتزاز النا م من عدم اتزان ال مب  ينخ ض باستمرار من 

 الرنين.

Ans. (N=245rev/min)  
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. تسددحب الم طددورة عمددى 20kN/mمحمولددة عمددى يددايين لكددل ثابددت  200kg. م طددروة صدد يرة كتمتيددا 75

أو دد لاأ  سدرعة الدرنين لاب   5mومسدافة دوريدة  30mmى بسدعة طريق يمكن تمثيل سدطحو بمنحندى  يبد

 . أنظر الرسم.60km/hسعة اىتزاز الم طورة عند سرعة 

 
Ans. (v=40.4km/h  , X=25.3mm). 

  أو ددد أقددل سددرعة 15mm  ي ددب أثَّ يت دداوز 75. إذا عممنددا أنَّ سددعة اىتددزاز الم طددورة فددي المسددالة لا76

 مى الطريق.يمكن أنَّ تسحب بيا الم طورة ع

Ans.  (v=70.1km/h)  
. اثتزان في قمدب المحدرك 200kN/mمحمول عمى أربعة يايات ثابت كل منيم  25kg. محر ك كتمتو 77

دددوعة عمدددى مسدددافة  30gيماثدددل كتمدددة  مدددن محدددور الددددوران. إذا عممندددا أنَّ المحدددرك محكدددوم  125mmموً

ل ة/الدقي ددة عمددى افتددراض لاأ  ث  55=سددرعة  ليتحددرك راسددياً  أو ددد سددعة اثىتددزاز فددي حالددة اثسددت رار عنددد

 .        c/cCمًاءلة    لاب  نسبة المًاءلة  دتو 

Ans. (X=1.5mm  , X=0.583mm)   
تم  89N. قوة دورية ذات قيمة قصوى35kN/mمحمولة عمى يايين كل لو ثابت  363kg. هلة كتمتيا 78

  أو د سدعة اثىتدزاز فدي 1.4kNs/mالمًاءلة  . إذا عممنا أنَّ معامل2.5Hzتسميطيا عمى الآلة بذبذبة 

 حالة اثست رار.

Ans.  (X=3.303mm)   
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ح في الرسم أدناه. 79  ًَّ  . اكتب معادلتي الحركة لم ياز المو

 
   

    )sin

0(.

0231223122

..

2

212112121111

2
tFxkxxkxcxxcxm

xxkxkxxcxcxmAns








 

دة مسددنودة إسددناد بسديط كمددا فددي :7 . لتحديدد عدددم اثتددزان ل مدب محددر ك  ركددب المحدرك فددي منتصدده عارً

. إذا كددان عدددم اثتددزان نددا م عددن واةزاحددة اثسددتاتيكية النا مددة  Mندداه. الكتمددة الكميددة لممحددر ك الرسددم أد

ل دة/ الدقي دة وسدعة N كإذا كدان سدرعة المحدر  e. اسدتنت  معادلدة لحسداب اثتمركدز e. واثتمركدز mالكتمدة 

 .X(mm)الحركة الراسية ال سرية 

 

Ans. 
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
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
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
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




X
Nm

M
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. معامل المًاءلة 17.5kN/mمسنودة عمى عدد من اليايات م موع ثوابتيا  43.8kg. هلة كتمتيا ;7

   22.2Nإذا عممت أنَّ قوة اثًطراب ال صوى المسمطة عمى الآلة م دارىا  1094Ns/mفي المسند 

 أو د ذبذبة الرنين وسعة حركة الرنين. 

(f=3.18Hz   , X=1.015mm) Ans.  
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ومًائل لزج لو معامل  k=1051N/mمعم ة بواسطة ياي لو ثابت  5.4kg ياز يتكون من كتمة . >7

c=75Ns/m 8.9. إذا سُمطت عمى ال ياز قوة تواف ية سعتياN  أو د       لاأ  ذبذبة الرنين  لاب  سعة

 ةالحرك   أو د :  لاد  سعة2.5Hzالحركة عند الرنين لاج  زاوية الطور عند الرنين. إذا كانت الذبذبة 

 لاىد  زاوية الطور.

Ans. )77,4.7,
2

,5.8,22.2(  


 mmXmmXHzf  

محمولدددة عمدددى ركوبدددة تحتدددوى عمدددى يددداي ومًدددائل لدددزج. اثنحدددراه اثسدددتاتيكى  2267kg. هلدددة كتمتيدددا =7

. مدداىي ال ددوة العظمددى المن ولددة بواسددطة الركوبددة 59.3kNS/m  ومعامددل المًدداءلة 0.279mmلمركوبددة 

 .30Hzوذبذبة  2669Nعة إذا سمطت قوة إثارة  يبية ليا س

Ans.  (FT=19.5kN)  
. وحدددة ًدد ط تتكددون مددن أسددطوانة واحدددة يددتم تشدد يميا بواسددطة محددرك كيربددائي. كتمددة الوحدددة الكميددة <7

68kg 0.91إثَّ راسددياً. الأ ددزاء المتددرددة فددي الوحدددة كتمتيددا  زوىددى محمولددة عمددى يدداي وث تيتددkg  ونصدده

السرعة التي تت داوز  . أو د السرعة الحر ة لموحدة ومدى87.6kN/m. ثابت الياي 38mmقطر الكرنك 

 بسبب عدم اثتزان. 5.1mmفييا الحركة الراسية 

Ans.   (N=342rev/min , 327 – 361rev/min)  
tcosF. قوة 85

.0    سمطت عمى كتمة ت مس عمى قاعدة تتصل بياي ومًائل لزج. استنت  بدثلةF  

لجىتددزاز ال سددري والتددي ت عددل كددل مددن  صددب  ل دديم  C  ومعامددل المًدداءلة kاليدداي  وثابددت mوالكتمددة 

الآتي قوة قصوى في حالة اثست رار لاأ  اةزاحة لاب  السرعة لاج  الع مة. أو د قيم لسدعة اثىتدزاز عنددما 

 ليا ال يم المعطاة في لاأ  ولاب  wتكون 
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
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
 



73 

 

محمولدددة عمدددى محامدددل مرندددة ليدددا ثابدددت  1088kgماكيندددة رأسدددية ليدددا أسدددطوانة واحددددة كتمتيدددا الكميدددة . 86

4.9MN/m 2.2. الأ ددزاء المتددرددة كتمتيدداkg  356والشددوطmm مددن ال يمددة      . إذا كانددت المًدداءلة

 ل ة/ الدقي ة. 955الحر ة  أحسب سعة اثىتزاز عندما تدور الماكينة بسرعة 

 Ans. (X=0.22mm) 
. استنت  معادلة اثىتدزاز ل يداز لدو در دة واحددة مدن الحريدة يتكدون مدن كتمدة ويداي ومًدائل لدزج كتمدة 87

5.4kg  3.5معم ة من ياي لو ثابتkN/m َّطجقيدا وُ دد أن ت اثتدزان وا  . عند إزاحة الكتمة رأسياً من موً

دددنا أنَّ السدددعة إنخ ًدددت نتي دددة المًددداءلة إلدددى عُشدددر قيمتيدددا الأوليدددة عبدددر خمسدددة دورات كا ممدددة. إذا افترً

عمددى الكتمددة  أو ددد  F=89cos(25t))المًدداءلة لز ددة  أحسددب معامددل المًدداءلة. إذا سُددمطت قددوة دوريددة 

 سعة اثىتزاز ال سري في حالة اثست رار.

Ans.  (c=20.1Ns/m  , X=172.7mm)  
     . الأ زاء المترددة في ماكينة رأسية ليدا أسدطوانة واحددة تندت  قدوة اًدطراب 88

- 
N
ىدي  Nحيدث   

ددية لتكددون  سددرعة الدددوران لال ددة /الدقي ددة . الماكينددة مركبددة عمددى مسدداند مرنددة تحددد مددن ال ددوة المن ولددة ل رً

334N  91ل دة /الدقي ددة. إذا كانددت كتمددة الماكيندة  7555عندد السددرعة العاديددة وىددىkg أو ددد ثابددت اليدداي  

 في  ياز التعميق مت ت اىل المًاءلة. أو د أيًاً سرعة الرنين .

  أو دد 3.81mmبعد ذلك تم إدخال المًاءلة في  ياز التعميق لمحدد مدن سدعة اثىتدزاز عندد الدرنين إلدى 

من ولدددة عندددد لاأ  نسدددبة المًددداءلة لاب  ال دددوة الأوليدددة المن ولدددة عندددد سدددرعة الدددرنين       لاج  ال دددوة الأوليدددة ال

 السرعة العادية.

Ans. (585rev/min, 342kN/m, 0.12, 1.31kN, 431N) 
ح شكل مبسَّط لسيارة مسدنودة عمدى يداي تسدير عمدى طريدق غيدر معبَّدد. أو دد معادلدة 89  ً . الرسم أدناه يو

 ومن ثم أو د أسوأ سرعة يمكن ان تسير بيا السيارة.  vلسعة الحركة بدثلة سرعة السيارة 
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Ans.

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
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,
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2

 

تحددت تدد ثير حمددل الم طددورة. أو ددد السددرعة الحر ددة عندددما تكددون  101.6mn. يدداي م طددورة مًدد وط :8

. كدددم L=14.63m  Y=76.2mm . خدددذ 89الم طدددورة سدددائرة عمدددى الطريدددق الدددذي وصددده فدددي المسدددالة لا

 ءلة .لات اىل المًا  64.4km/hتكون سعة اثىتزاز إذا كانت الم طورة تسير بسرعة 

Ans. (V=82.4km/h, X=196.4mm)  
ول ايدددة  27Hzيُدددراد عزلدددو عدددن اىتدددزاز الماكيندددة فدددي  المددددى  10.9kg.  يدداز راديدددو فدددي طدددائرة كتمتدددو ;8

37Hz% ما ىو اثنحراه اثستاتيكى لمياي الذي يح ق عزل قدرة .=:. 

Ans. (X =2.613mm) 
. إذا كاندددت k(N/m)يايدددات ثابدددت كدددل منيدددا  يدددراد إسدددنادىا عمدددى ثجثدددة 30kg. ماكيندددة ثج دددة كتمتيدددا >8

% ف دط مدن قدوة 65الدذي يدؤدى إلدى ن دل  kل ة/الدقي ة  فكم يكدون ثابدت اليداي  5=:الماكينة تدور بسرعة 

ية.  اثىتزاز إلى الأرً

Ans. (k=3351N/m) 
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. 5.08mmمسددنودة عمددى يايددات انحرافيددا اثسددتاتيكى  453.4kg. هلددة مسددتخدمة فددي الصددناعة كتمتيددا =8

ددية عنددد  0.2303kgmذا كددان لةلددة عدددم اتددزان فددي حالددة الدددوران م ددداره إ أو ددد لاأ  ال ددوة المن ولددة ل رً

 ل ة/الدقي ة لاب  سعة الحركة عند ىذه السرعة. ت اىل المًاءلة.  6755سرعة 

Ans.  (FT=506N , X=0.578mm)  
ة الطبيعيدددددة لمم موعدددددة والذبذبددددد 1200kgمربدددددوط إلدددددى كتمدددددة عازلدددددة  68kg. محدددددر ك كيربدددددائي كتمتدددددو <8

2.67Hz  لاانظدر الرسدم  إذا كدان ىنالدك عددم اتدزان فدي المحدرك أدى إلدى نشدوء قدوة  506ونسبة المًاءلة

ية.F=100sin(31.4t)تواف ية     أو د سعة اثىتزاز وال وة المن ولة ل رً

Ans. (X=0.1105mm , FT = 42N)  
عندما تكون  152.4mm/s2يتعرض لع مة  يُراد تركيبو في موقت 113kg.  ياز حسَّاس كتمتو 95

ل د اقترح تركيب ال ياز عمى فرشة من المطَّاط ليا الخواص التالية   20Hzالذبذبة 

m/kN2.280k,1.0   .ما م دار الع مة التي تنت ل إلى ال ياز 

Ans.  2/7.31 smmx    

20.3mm/s   يمكندو تحمدل ع مدة95. إذا كان ال ياز فدي المسد لة لا96
ف دط  اقتدرح حدجً عمدى افتدراض   

غيرىددا. أعددط  قدديم عدديددة لدددعم الحددل الددذي ت ترحددو.   لا زيددادة  ءأنَّ ال رشددة المطَّاطيددة ىددي المتددوفرة وث شددي

 عمى الأقل   . :8سمك ال رشة بنسبة %

كيندة الثج دة . في مصنت لمتبريد كان قسم من الماسورة الناقمة لسائل التبريد ييتز بشدة عنددما كاندت ما97

ل ة / الدقي ة. لعجج ىذه المشكمة. تم توصيل منظومدة تتكدون مدن كتمدة ويداي لمماسدورة  787تعمل بسرعة 

ل ة / الدقي ة  787مًبوطة عمى السرعة  0.89kgلكي تعمل كماصة لجىتزاز. وكت ربة استخدمت كتمة 

دددددة بحيدددددث ت دددددت . إذا و دددددب تصدددددميم منظ4.53Hzو  3.3Hzالطبيعيتدددددين  نف عطدددددتِ الذبدددددذبتي ومدددددة الماصَّ

    فكم تكون كتمة الماصة وثبات الياي.5.33Hzو  2.67Hzالذبذبتان الطبيعيتان خارج المدى 
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 الفصل السادس

 معادلة لاقرينج

(Lagrange Formula)  
 مدخل3 6.1

و  Tباسدتخدام طاقدة الحركدة    طري دة لتحميدل الأ يدزة الديناميكيدة المحافظدة68=6 – ;8>6قدَّم ثقرين  لا

ددت  . و ىددي أسدديل فددي التطبيددق مددن قددوانين نيددوتن إذا كددان ال يدداز مع ددداً كمددا Wو الشدد ل  Uطاقددة الوً

اسددتخدام طري ددة ثقددرين  يتمثددل فددي اسددتخداميا كميددات ث  سددنرى فددي الأمثمددة الجح ددة. والسددبب فددي سدديولة

 مت ية.

 استنتاج معادلة لاقرينج3 6.2

 ىكذا   iqو  qiيمكن كتابة طاقة الحركة كدالة في 

 nn qqqqqqTT  ,...,,,,..,, 2121 

 ىي السرعة  iqاةزاحة و   qiحيث أنَّ 
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12n تتحددرك بسددرعات m    m     ....  mnولكننددا نعمددم إذا كددان ال يدداز يتكددون مددن كتددل  q,q,...,q  

 عمى التوالي فإن طاقة الحركة تكون  

                                     22
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 نحصل عمى   iqثم ًربنا في  iqو إذا فاًمنا بالنسبة لد 
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 و إذا فاًمنا نحصل عمى 
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   ن د أنَّ  8  من المعادلة لا6و بطرح المعادلة لا
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ت ىكذا كما يمكن كتابة طاقة ال  وً

 nqqqUU ,..,, 21 

n

n

dq
q

U
dq

q

U
dq

q

U
dU














 ....2

2

1

1

 



78 

 

)5(
1


 




n

i

i

i

dq
q

U
dU 

 W. أي أن الش ل qiفي اةزاحة المتصمة بيا  Qiو أما الش ل فيو حاصل ًرب ال وة 

nnqQqQqQW  ....2211 

nndqQdqQdqQdW  ....2211 
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   نحصل عمى  ;  و لا:  و لا9و من المعادثت لا
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i و منيا نحصل عمى معادلة الحركة لأي عنصر من عناصر ال ياز 
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 و ىذه يمكن كتابتيا عمى الشكل التالي  
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ثقرين  و الآن نستخدم دالة  q,qL     و تعني التالي 

 L = T - U                                          =لا

   نحصل عمى   qو إذا فاًمنا بالنسبة لد 
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 و عميو يكون   iqليست دالة في  Uو الحد الثاني عمى اليمين يساوي ص راً لأن 
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

 

    >  في المعادلة لا<  و لا=و ىكذا نصل إلي الشكل الم لوه لمعادلة ثقرين  بعد تعويض المعادلتين لا

)10(i

ii

Q
q

L

q

L

dt

d





















 

 و بالتالي        Qiو إذا كان اثىتزاز حراً فإن 

)11(0


















ii q

L

q

L

dt

d


 

 :(1مثال)

ح أدناه. استخدم  ًَّ  طري ة ثقرين  ثستنتاج معادلتي الحركة لم ياز المو

 
    2

12
12

12
1 3 xmxmT   

  2

22
12

212
12

12
1 xkxxkxkU  

UTL  

  2

22
12

212
12

12
12

22

2

12
3 xkxxkxkxxm m   

1

1

3 xm
x

L







 

1

1

3 xm
x

L

dt

d















 

 211

1

xxkkx
x

L




 

0
11



















x

L

x

L

dt

d


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  03 2111  xxkxkxm  

)1(023 211  kxxkxm  

2

2

xm
x

L







 

2

2

xm
x

L

dt

d















 

  221

2

xkxxk
x

L







 

0
22



















x

L

x

L

dt

d


 

  02212  kxxxkxm  

)2(02 122  kxxkxm  

 :(2مثال)

ح في الرسم أدناهباستخدام طري ة ثقرين   استنت  معادلتي الحركة لم ياز ا  ًَّ  .لمو

 
2

2
12

2
1  IxmT  

  2

2
12

2
1 rxkxkU  

UTL  

  2

2
12

2
12

2
12

2
1  rxkxkIxmL   

xm
x

L







 

xm
x

L

dt

d















 
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 rxkkx
x

L




 

0
1



















x

L

x

L

dt

d


 

  01  rxkxkxm  

)1(02  rkxkxm  







I
L




 







I
L

dt

d












 

 


rxrk
L




 

2Q
LL

dt

d



















 

  TrxkrI   

)2(2 TxrkrkI   

 تمرين3 6.3

ح في  .6 ًَّ استخدم طري ة ثقرين  ةي اد معادلتي اثىتزاز لم ياز الذي يتكون من قًيبين المو

 أدناه.الرسم 
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و اليددايين كمددا فددي الرسددم أدندداه. باسددتخدام طري ددة ثقددرين  اسددتنت   ABتتصددل بال ًدديب  mكتمددة  .7

 معادلة الحركة. ت اىل كتمة ال ًيب.

 

 

Ans. 





















 )(0

2
)(0

2
أ

h

g

m

k
ب

h

g

m

k
   

معمَّ ددة مددن حبددل مم ددوه حوليددا كمددا فددي الرسددم أدندداه. أحددد  rو نصدده قطرىددا  mأسددطوانة كتمتيددا  .3

. اسدتخدم طري دة kإلي مسند  اسي بينما الطره الآخر يتصل بياي  لو ثابدت  طرفي الحبل مثبَّت

 ثقرين  ثستنتاج معادلة الحركة.

 

 Ans. 







 0

3

8


m

k  

معم ة من أحد طرفي السير بينما   mكما في الرسم أدناه. كتمة  Mسير مم وه حول قرص كتمتو  .4

ت اثسطوانة ثم أطم ت  استنت  معادلتي الحركة . إذا أزيحkالطره الآخر يتصل بياي لو ثابت 

 باستخدام طري ة ثقرين .
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Ans. 










 0

2

2
x

Mm

k
x  

و يتصدل عندد  Bمحمدول فدي مسدتوي أف دي بواسدطة مسدمار عندد الن طدة  mلوح مربت منتظم كتمتدو  .:

ري لمحركدة إزاحة ص يرة ثدم أطمدق  أو دد الدزمن الددو  A. إذا منح الركن kبياي لو ثابت  Aالن طة 

 استخدم طري ة ثقرين .

 

Ans.















k

m
T

3

2
2  

تتحدددددرك قسدددددرياً فدددددي ات ددددداه  أف دددددي حسدددددب ال دددددانون  Cمعمدددددق مدددددن  مبدددددة   Lرقَّددددداص بسددددديط طولدددددو  .;

tsinXx  باسدددتخدام طري دددة ثقدددرين   أو دددد مددددي قيمدددة .  التدددي تدددؤدي إلدددي ت ددداوز سدددعة

  .Lص يرة بالمد ارنة بطول الرقَّاص  Xلاافترض  2Xدرقَّاص حدركة ال
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Ans.














L

g

L

g

2

3
______

2
 

و ث يكدددون مشددددوداً عنددددما يكدددون الرقَّاصدددان  kرقَّاصدددان يتصدددجن بواسدددطة يددداي ًدددعيه لدددو ثابدددت  .>

 عاموديين. استخدم طري ة ثقرين  ثستنتاج معادلة الحركة.

 
 
  0

0.

1

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2









akmgLakmL

akmgLakmLAns




 

دح فدي الرسدم أدنداه. الكتمدة أو دد الذ .= ًَّ تتحدرك أف يداً.  M= 438 kgبدذبتين الطبيعيتدين لم يداز المو

و  L = 229 mmالرقَّداص يتصدل بالكتمدة بواسدطة محدور ارتكداز بدددون احتكداك. طدول الرقَّداص 

 . k = 17.5 kN/mيمكن اعتبارىا مركزة عند الطره الحر. ثابت الياي   m = 18.1 kgالكتمة 
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   
HzfHzf

gxLkxmLxmMAns

923.0,137.1

0,0.

21

2



   

. مركدز  kمحمول عمى ثجثة يايات عمدى أبعداد متسداوية و لكدل يداي ثابدت   m سم  اسي كتمتو  .<

في منتصه المسافة بين يايين. نصه قطر الدوران حول محور قائم عمى مستوي الرسم  Gالكتمة 

دددت اثتدددزان يكدددون ال سدددم أف يددداً. أو دددد الذبدددذبتين الطبيعيتددديaم دددداره  Gعبدددر  لجىتدددزاز  ن. فدددي موً

 الرأسي. استخدم طري ة ثقرين .

 

Ans.















m

k

m

k 6
,

2
21   

 . باستخدام طري ة ثقرين   استنت  معادلة الحركة لم ياز أدناه.65

 

Ans. 
















 0

2

2


L

g

mL

ka  
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 . استنت  معادلة الحركة لم ياز أدناه بطري ة ثقرين . 66

 

Ans. 
















 0

2

2


a

g

ma

kb  

 ة ثقرين   استنت  معادلة الحركة لم ياز أدناه.. بطري 67

 
Ans.   txkxkkxm cos221211   

ت اثتزان. ال درص محكدوم بيداي  Rو نصه قطره  m. قرص دائري منتظم كتمتو 68 ييتز حول موً

 كما في الرسم أدناه. باستخدام طري ة ثقرين   استنت  معادلة الحركة لجىتزاز ال سري. kلو ثابت 

 

  







 tTaRk

mR
 cos

2

2 222
2

Ans. 
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دح   k  و محكدوم بيداي أف دي لدو ثابدت I. بكرة ليا عزم قصور ذاتي حول محور الدوران 69 ًَّ كمدا مو

. باسدتخدام معادلدة ثقدرين   اسدتنت  mمعمدق عميدو كتمدة   kفي الرسم أنداه. ىنالدك يداي هخدر لدو ثابدت 

tT معادلة الحركة عندما يتم تسميط عزم عمى البكرة م داره cos. 

 
Ans.      0,cos 22

2

1  xRRkxmtTxRRkRkI    

دت اثتدزان يكدون ال ًديب  2Lو طولدو  m. قًيب منتظم كتمتدو :6 معمدق كمدا فدي الرسدم أدنداه. فدي موً

أف يدددداً. إذا كانددددت 
6
L5

13
L2

2 LوL   .اسددددتخدم طري دددددة ثقددددرين  ثسددددتنتاج معددددادلتي  الحركدددددة  

 .θو  xاستخدم اةحداثيتين 

 










 0

2

1

12

41
2,0

6
2 kxkLxkLm

kL
xkxm  Ans.  
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و عددزم قصددور ذاتددي حددول محددور قددائم عمددى مسددتوي الشددكل و يمددر بمركددز  m. هليددة متماثمددة ليددا كتمددة ;6

 θ , y , x. عمى اعتبار أنَّ اثىتزازات ص يرة في مستوي التماثدل  و باسدتخدام اةحدداثيات Iالكتمة م داره 

 استنت  معادثت الحركة.

 
     

    0

,0,0.

331122

2

33

2

22

2

11

11222133





xakyakakakakakI

akakykkymaxkxmAns







 

. تدم rو نصه قطر الدوران حول محور يمر بمركز الكتمة  Gو مركز كتمتو  m. رقَّاص مركب كتمتو >6

. ىدددب أن  O  و فدددي المدددرة الثانيدددة مدددن الن طدددة  Oتعميدددق الرقَّددداص بحريدددة فدددي المدددرة الأولدددي مدددن الن طدددة 

rr1  . 

 الحركة لكل تعميق. لاأ  باستخدام معادلة ثقرين  استنت  معادثت

 و التي ت عل الذبذبة النا مة من اىتزاز بسيط لكج التعمي ين متساوياً.  rو   rلاب  أو د العجقة بين 

 
Ans.  2

212211 ,0,0 rrrrgmIrgmI     
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 m  تحمددل كتمتددين متسدداويتين Iو ليددا عددزم قصددور ذاتددي حددول محددور الدددوران  r. بكددرة نصدده قطرىددا =6

. و اليايان بدورىما يتصجن بحبل يمر عبر البكرة. لن ترض أن الكتمتين  2k, kبواسطة يايين ليما ثابتان 

تتحركدان إلدي أعمددي و أسد ل ف ددط بينمدا البكددرة بإمكانيدا الددوران بحريددة. باسدتخدام معادلددة  ثقدرين   اسددتنت  

 معادثت الحركة. 

 
   

03

,02,02.

21

2

2211





krxkrxkrI

rxkxmrxkxmAns







 

ح في الرسم أدناه. افتدرض . باستخدام معادلة ثقرين   استنت  معادلت<6 ًَّ ي الحركة لمرقَّاص المزدوج المو

 ازاحات ص يرة.

 
    

0

,0.

11122

121122121









gLL

gmmLmLmmAns




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ح في الرسم أدناه.75 ًَّ  . استخدم معادلة ثقرين  ثستنتاج معادثت الحركة ال سرية لم ياز المو

 
 
 

tFxkxkxm

xkxkxkkxm

xkxkkxmAns

o sin

,0

,0.

233333

331123222

2212111












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 الفصل السابع

 طريقة هولزر

(Holtzer Method)  
 مدخل3 7.1

كثير من الأ يزة يمكن تمثيميا ب  يزة ذات عناصر من صمة  و بالتالي يسيل إي اد ذبذباتيا الطبيعية 

وأنماط اىتزازىا. ومن الطرق الت ريبية المستخدمة طري ة ىولزر. وىذه الطري ة يمكن استخداميا لحساب 

يا تبدأ بافتراض ذبذبة معينة و سعة ذبذبة م دارىا واحد الذبذبة و نمط اثىتزاز الحر غير المتًائل. أن

عند أحد طرفي ال ياز ثم ن وم بحساب ال وي و اثزاحات بالتدري  عنصر بعد الآخر حتى الطره الثاني 

لم ياز. الذبذبة التي تؤدي إلي تح يق الحالة الطرفية تكون ىي الذبذبة الطبيعية لم ياز. ىنالك ثجثة 

 من حيث الحاثت الطرفية: أنوع من الأ يزة

    ياز مثبت من الطرفين: Iلا

 
 معادثت الحركة  

  )1(0211111  xxkxkxm o
 

    )2(032212122  xxkxxkxm  

    )3(043323233  xxkxxkxm  

  )4(0

..............................................................................

11   nnnnnnn xkxxkxm  

i  = 1 , 2 , 3, ...n              tXxعو ض لا ii sin 

    6من المعادلة لا
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  )5(
1

11

2

1

1

12 XmXk
k

XX o  

   7من المعادلة لا

                                
2

22

2

12

2

1
23

k

Xm
XX

k

k
XX


 

   في الحد الثاني عمى اليمين  :من المعادلة لا  X عو ض






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 
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1
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1
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jjo XMXk
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    Xو بن س المتابعة يمكن الحصول عمى 






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
 



3

1

2

1

3

34

1

j

jjo XMXk
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XX  

 و بصي ة عامة 

 ,...3,2,1
1

1

2

11 







 



 iXMXk
k

XX
i

j

jjo

i

ii  

 :(1مثال)

ح في الرسم و كذلك نمط اثىتزاز الم ابل   ًَّ باستخدام طري ة ىولزر  أو د الذبذبة الأساسية لم ياز المو

 .3.0و لتكن الخطوة  3.0. أبدأ بد  k = 1 , m = 1لتمك الذبذبة. 
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X   jj XM2   jj XM  Xi Xi i 
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2.1
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0.1
 

2.19.0تحدث في المدى             Xمن الواًح أنَّ   . 

  و نمط اثىتزاز  605أو خجفو يمكن إي اد الذبذبة الطبيعية الأساسية  3Xعن طريق رسم منحني 

 من ال دول الممحق. أي 

              TT
XX 0.10.121  

 
 مرة أخري. ةي اد الذبذبة الثانية واصل رسم المنحني حتى ي اطت محور 

    ياز مثبت من طره و حر من الطره الآخر: IIلا
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 وبالتالي فإنَّ        koال رق بين ىذا ال ياز و الذي سب و ىو أن 

                         ,...3,2,1
1

2

1  


 iXM
k

XX
i

j

jj

i

ii

 

  : 7لاالمث

ح في الرسم أدناه. خذ  ًَّ   m = 1و   k = 1أو د الذبذبة الطبيعية الأساسية و نمط اثىتزاز لم ياز المو

 . 2.0و الخطوة  2.0و البداية 
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X  ki  jj XM  Mi Xi i 
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6.0
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-         

 

8.0
 

 

 

8.06.0في المدى        Xثحظ أن    و من المنحني نحصل عمي 

     

     

    

    

    

     

    

    

    

     

    

  

  

  

62.0
 

   62.00.121 XX 

    ياز حر من الطرفين: IIIلا

 

 معادثت الحركة

  )1(021111  xxkxm  
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    )2(032221122  xxkxxkxm  

    )3(043323233  xxkxxkxm  

  )4(0

..............................................................................

11   nnnnn xxkxm  

    6من المعادلة لا

                                   :لا  1

2

1121 XmXXk  

                                          ;لا
1

1

2

12
k

Xm
XX


 

    7من المعادلة لا

    03221212

2

2  XXkXXkXm  

   لتحصل عمى  :عو ض لا
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jj XMXXk  
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 و ىكذا دواليك حتى نصل إلي  

  




 
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n
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jjnnn XMXXk  

   نحصل عمي  9المعادلة لاو بعد التعويض في 


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
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jj XM
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 
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 : (3مثال)
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ح في الرسم أدناه. خذ  ًَّ  kو   m = 1 استخدم طري ة ىولزر ةي اد الذبذبة الطبيعية الأولي لم ياز المو

 سم شكل اثىتزاز.. أر 3.0و الخطوة  3.0. خذ البداية     

 
 

 jj
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ki  jj XM  Mi Xi i 
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3.0
 

 

6.0
 

 

9.0
 

 

2.1
 

 

الكمية  jj XM  تحولت من المو ب إلي السالب و بالتالي فإن الذبذبة الأساسية ت ت في المدى

2.19.0   و من المنحني . jj X و  605نستطيت أن ن در الذبذبة المطموبة و ىي .

 نجحظ في ىذه الحالة 

     

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

505 

605-  

  

  

  
0.1

0.1
 

 و بالتالي فإن نمط اثىتزاز 
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   0.10.00.1321 XXX 

 و شكل اثىتزاز  

 
 تمرين3 7.2

ح في الرسم 6 ًَّ . باستخدام طري ة ىولزر  أو د  الذبذبة الطبيعية الأساسية و نمط اثىتزاز لم ياز المو

  q =100kNm/rad   q =200kNm/radحمولة عمى عمود. أدناه و الذي يتكون من ثجثة أقراص م

  I  = 11 kgm
 
 , I  = 5kgm

 
  

2

3 kgm22I   أبدأ من .s/rad20  و خذ الخطوة

s/rad20 . 

 
Ans.     34.0,24.0,1,/7.123 3221  XXXsrad  

ح أدناه و الذي يتكون من ثجثة أقراص أو د الذبذبة الطبيعية الأساسية و نمط اثىتزاز لم يا. 2 ًَّ ز المو

 مركبة عمى عمود .

I  = 20 kgm
 
 , I  = 15kgm

 
     I  = 40 kgm

    q =2MNm/rad   q =2MNm/rad   

q =3MNm/rad  أبدأ من .s/rad40  و خذ الخطوةs/rad30  
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Ans. (160 rad/s) 

ح في الرسم أدناه.. باستخدام طري ة 8 ًَّ  ىولزر  أو د الذبذبتين الطبيعيتين الأوليتين ل ياز اثلتواء المو

I  = I  = 1.13 kgm
 
 , I  = 2.26kgm

 
  I  =     q =q  =169 k

 
Nm/rad 

 q        
 
k

 
Nm/rad . 

 
ح في 9 ًَّ الرسم أدناه. . باستخدام طري ة ىولزر أو د الذبذبات الطبيعية و أنماط اثىتزاز لم ياز المو

 الكتل متساوية و كذلك ثوابت اليايات. حاول كتابة برنام  ب حد ل ات الحاسوب لحل ىذه المسالة.
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 الفصل الثامن

  أجهزة ذات درجات حرية متعددة

 مدخل3 1.1

ىددذه الأ يددزة ليددا أكثددر مددن در ددة حريددة واحدددة و أقددل مددن عدددد ث نيددائي مددن در ددات الحريددة. و أي  يدداز 

. فإذا كان عدد در ات حرية  ياز n  فسيكون عدد المعادثت المطموبة لوصه حركتو  nحريتو در ات 

دت يصدبح    فمن السيل إي اد ذبذبتيو الطبيعيتين و كذلك نمطي اىتزازه. غير أنَّ 7ما بدون مًاءلة  الوً

د. و أفًدل طري دة أكثر تع يداً كمما زادت در ات الحرية عن اثنتين بسبب الزيدادة المطدردة فدي عددد الحددو 

 المص وفات. لوصه حركة مثل ىذه الأ يزة ىي

 قيم ايقن و متجهات ايقن3 1.2

 يمكن كتابة معادثت الحركة الحرة بدون مًاءلة ل ياز لو عدة در ات من الحرية ىكذا 

                             1لا                 0 xKxM  

مص وفة الكزازة   و  [K]مص وفة الكتمة و  [M]حيث أن  x :مت و اثزاحات و ىي كما يمي 
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11211
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                       n

T
xxxx ...21 

[M]ساب اً في   6إذا ًربنا المعادلة لا
 سنحصل عمي الحدين التاليين   -

                      [M]
- 

[M]=[ I ]          [M]
- 

[K]= [ A]   
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    ىكذا6مص وفة ال ياز. و بالتالي يمدكن كتابة المعادلة لا [A]مص وفة أحادية و  [I] حيث أنَّ 

                                                0 xIxA  

و عمى افتراض أن    xx   َّ2 حيث أن نحصل عمى   

                                     7لا         0 XIA   

و بالطبت لأن   0X   َّفإن  

0                                          8لا      IA  

2  تسددمي قدديم اي ددن  و الذبددذبات الطبيعيددة لم يدداز يمكددن حسددابيا مددن العجقددة 8 ددذور المعادلددة لا

ii   

در ددة حريددة    n  نحصددل عمددي مت ددو اي ددن و ليددذا فإنددو إذا كددان لم يدداز 7فددي المعادلددة لا iو بتعددويض 

و مثميدددا مت يدددات اي دددن . و يمكدددن إي ددداد مت دددديات اي دددن مدددن المددددص وفة ال ددددرين  قددديم اي دددن nفسددديكون لدددو 

(adjoint matrix)  لم ياز. فمثجً إذا استخدمنا التسمية المختصرة الآتية: 

[B]=[ A-λI ] 
    ىكذا [B]فإن م موب 

   Badj
B

B
11


 

   نحصل عمي B| [B]|إذا ًربنا مسب اً بد 

     BadjBIB  

   و بالمسميات الأصمية

     IAadjIAIA   

 قيمة اي ن   فإن المحددة عمى اليسار تصبح ص رية. أي   λ   λiو الآن إذا كان  

    0 IAadjIA ii  
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در دددة حريدددة. م ارندددة ىدددذه  nمعادلددة ل يددداز لدددو عددددد  nو تمثدددل عددددد  λiىددذه العجقدددة صدددالحة ل ميدددت قددديم 

     ي ود إلي7ادلة لاالمعادلة مت المع

   ii XIAadj  

المصددددددد وفة المراف دددددددة  . أي أنَّ  {Xi}مصددددددد وفة تتكدددددددون مدددددددن أعمددددددددة متشدددددددابية لمدددددددنمط  i[X]حيدددددددث أن 

 IAadj i  تتكون من أعمدة كل منيا عبارة عن مت و أي ن iX . لامًروب في عدد غير محدد 

 :(1)مثال

ًَّ أو د ا   ح في الرسم أدناه.لذبذبتين الطبيعيتين و نمطي اثىتزاز لم ياز المو

 
   يمكن استنتاج المص وفات التالية
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   
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
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
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 221
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11

12 

   0 xIA  

  )4(0
2

22
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











X
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

 

   02 422  ppp  

2

2

2

1 62.2,38.0 pp   
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      الذبذبتين الطبيعيتين ىما و بالتالي فإنَّ 

                   
m

k

m

k
62.1,62.0 2211   

12ض ةي اد  مت يات اي ن إما أن نعو   ,  أو عن طريق 9في المعادلة لا     XIAadj   

  
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
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22
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2pp
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IAadj 

2ض عو  

1 p38.0  لنحصل بعد ال سمة عمىp
    


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
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62.11

162.0 



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
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








00.1

62.0

12

1

X

X 

2ض  و عندما نعو  

2 p62.2 نحصل عمى  



















00.1

62.1

22

1

X
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  المص وفة النمطيةمص وفة المودال لا المص وفة التي تحتوي عمى أنماط اثىتزاز عمى شكل أعمدة تسمي

  .Modal matrixلا

  






 
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00.1

62.1

00.1

62.0
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 3(2)مثال

  ًَّ  ح أدناه.أو د أنماط اثىتزاز لم ياز المو
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 
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IA 

  بعد تبسيط ىذه المعادلة نحصل عمى

          065 64223  ppp  

ىذه المعادلة من الدر ة الثالثة و بالتالي يصعب تحميميا  و لكن بالمحاولة و الخط  يمكن إي اد  ذورىا 

 .و ىي

2

3

2

2

2

1 247.3,555.1,198.0 ppp   

   و عميو تصبح الذبذبات الطبيعية كما يمي

m

k

m

k

m

k
802.1,247.1,445.0 321   

ض في المعادلةةي اد نمط اثىتزاز الم ابل ل يم اي ن  نعو     0 XIA   أو في مص وفة ال رين

 IAadj   
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

















247.2802.1000.1

802.1445.1802.0

0.1802.0445.0

1IAadj  
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   و بالتالي

             


















000.1

802.0

445.0

1X 

  مودال لتصبح مص وفة ال  { X} , { X}و بن س الطري ة يمكن إي اد 

 






















000.1000.1000.1

247.2555.0802.0

802.1247.1445.0

X 

 أشكال اثىتزاز

 
لمص وفة الكتمة و  أنماط اثىتزاز أو مت يات اي ن لأي  ياز يمكن التدليل عمى أنيا متعامدة بالنسبة

  مت إس اط الأقواس  iالكزازة كما يمي. دع المعادلة لمنمط 

K Xi = λi M Xi 
   jنمط أًرب مسب اً بمعكوس ال
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                               6لا iT

jii

T

j XMXXKX  

   iو نًرب مسب اً بالنمط  jثانياً نبدأ بالمعادلة لمنمط 

                              7لا j

T

ij

T

i XMXXjKX  

 مص وفة متماثمة  فإن العجقة التالية تكون صحيحة  Kو  Mو لأن كل من 

j

T

ii

T

j

j

T

ii

T

j

XKXXKX

XMXXMX



 

    6  من المعادلة لا7الآن  أطرح المعادلة لا

 
j

T

iji XMX 0 

jiإذا كان    َّفإن المعادلة الساب ة تعني أن     

0j                                             8لا

T

i XMX 

   و بن س الطري ة نحصل عمى

0j                                              9لا

T

i XKX 

  9  و لا8فالمعددادلتين لا i=j  تعرفددان خاصددية التعامددد لأنمدداط اثىتددزاز. أمددا إذا كددان 9  ولا8المعادلتددان لا

 يمكن التعبير عنيما ىكذا 

ij

T

i

ij

T

i

KXMX

MXMX



 

 ىكذا يعرفان. ىما الكتمة العامة و الكزازة العامة ..  Kiو  Mi حيث أنَّ 

 :(3)مثال

ًَّ برى     ح أدناه متعامدان. ن أن نمطي اثىتزاز لم ياز المو
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    






















kk

kk
K

m

m
M

3
,

0

02 

  











m

m
M

1

2
1

1

0

0 

     





















22

22

1

22

3

pp

pp
KMA 

022

3

22

22













pp

pp
IA 

2

2

2

2
1

1 2, pp   
  تاليةكما يمكن إي اد النمطين و ىما العامودان في المص وفة ال

  






 


0.1

0.1

0.1

5.0
X 

  0
0.1

0.1

0

02
0.15.021 


















m

m
XMX T 

  كما يمكن التح ق من أنَّ 

021 XKX T 

مت يددات اي ددن ث تكددون م ددردة  و أي تركيبددة خطيددة مددن ىددذه  عنددد و ددود  ددذر متكددرر فددي المعادلددة  فددإنَّ 

دديح ىددذه الن طددة دع  مت يددان يتبعددان قيمددة    Xو   Xالمت يددات يمكددن أن تح ددق معادلددة الحركددة. و لتوً

   يمكن أن تكتب  λoيختمه عن   λمت و ثالث يتبت    Xبينما  λoاي ن واحدة 

11 XXA o 

22 XXA o 
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333 XXA  
   ثم أً يا لممعادلة الأولي لنحصل عمي المعادلة التالية bأًرب المعادلة الثانية في الثابت 

   2121 bXXbXXA o   

2112و ىكذا فإن المت و ال ديد  bXXX   ًىو تركيبة خطية من المت يين الأول و الثداني و ىدو أيًدا

   يح ق المعادلة

1212 XAX o 

ابدل . لكدن ي دب أن نتدذكر أن أيدة أنمداط ت λoو عميو يمكن ال ول ب نو ليس ىنالك نمط اىتزاز م رد ي ابدل 

λo  ي ب أن تكون متعامدة لممت وX  .و ذلك لكي تكون أنماط اىتزاز 
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 3(4)مثال

   ًَّ  ح في الرسم أدناه حيث أن ال ًيب  اسي و خ يه الوزن.خذ ال ًيب المو

 

 
 

   النمطين الأول و الثاني ىما

                           
  










1

1
1X

            
  












1

1
2X

 

 
  .أن نمطي اثىتزاز كما ىو واًح خطي ودوران وىما متعامدان. الذبذبتان الطبيعيتان لمنمطين متساويتان

                      
m

k2
21   

 ة قد تكون ليا قيم اي ن متساوية.مت يات اي ن المختم  ىذا المثال يبين أنَّ 

 :(5)مثال
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  ن و مت يات اي ن لممص وفة التالية.أو د قيم اي 

 






















011

101

110

A 

0 IA  

    021
2

  

2,1,1 321   

 
 

 
























111

111

111

2

2

2







IAadj 

23   

 
























333

333

333

3IAadj  

 






















1

1

1

3X 

  د إلي مص وفة ص رية  و ليذا نعود لممعادلة الأصميةفي المص وفة ي و        λتعويض 

   0 XIA  
0321  XXX 
0321  XXX 
0321  XXX 

231و المعادثت الثجث ث تعدو أن تكون معادلة واحدة ىي  XXX  و بالتالي   

 














 



3

2

23

1

X

X

XX

X 
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                                  ثحظ أنَّ     013 XX
T  

1XXعندما تكون  32    

 


















1

1

0

1X 

         X   = -1   ,   Xو عندما يكون 

 


















1

1

2

2X

 
سديح ق المعادلدة   X و   X غيدر مت دردتين   وبالتدالي أي ت ميدت مدن   X و   X    و المجحدظ أنَّ 

 الأصمية.

 3مصفوفة المرونة 8.3

 در ات من الحرية. 8لم ياز  يمكن كتابة  معادثت الحركة لأي  ياز بدثلة المرونة ىكذا. ن ترض أنَّ 



















































3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

f

f

f

aaa

aaa

aaa

X

X

X

 
 . X}{  {f} [A] =أو بشكل مختصر   

 [A]  .مص وفة المرونةaij   تعني اةزاحة عند المحطدةi    بسدبب قدوة م ددارىا واحدد مسدمطة عندد المحطدة

j  .f  , f  , f   و باسدتخدام مبددأ التراكدب تدم اسدتنتاج  8و  7و  6ىدي ال دوي العاممدة عندد المحطدات .

 معادثت الحركة و بالطبت

iiiii xmxmf 2  

 :(6)مثال

  ًَّ  ح في الرسم أدناه.أو د مص وفة المرونة لم ياز المو
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عمى الكتمة في أقصي اليسار لاالمحطة واحد    بينما ال وي في المحطتين       fم داره  بتسميط حمل

   الأخريين تساوي ص راً  نحصل عمى

 
 معادثت الحركة 

  01211111  aakka 

    031211121  aakaak 

  0312131  kaaak 

   و من ىذه نحصل عمى

k
a

k
a

k
a

4

1
,

2

1
,

4

3
312111  

      f  = fعمى الكتمة التي في الوسط بينما        fحمل  الآن سمط

 

  0221212  aakka 

    0132221222  aakaak 

  0322232  kaaak 

   و من ىذه المعادثت نحصل عمي
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k
a

k
a

k
a

2

1
,

1
,

2

1
322212  

       f  = fعمى الكتمة التي عمى اليمين بينما        fالآن سمط حمل 

 
  0231313  aakka 

    033231323  aakaak 

  01332333  kaaak 

   و من ىذه المعادثت نحصل عمي

k
a

k
a

k
a

4

3
,

2

1
,

4

1
322313  

   و بالتالي فإن مص وفة المرونة تصبح

 


















4
3

2
1

4
1

2
1

2
1

4
1

2
1

4
3

1
1

k
A 

  3مصفوفة الكزازة    

 رية ىكذا يمكن كتابة مص وفة الكزازة ل ياز لو ثجث در ات من الح














































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2

1

333231

232221

131211

3

2

1

x

x

x

kkk

kkk

kkk

f

f

f

 

  أو باختصار

{f} = [K] {X} 
iiiىنا أيًاً  Xmf 2 . 
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 kij   تعني ال وة عند المحطةi   النا مة من إزاحة م دارىا واحد في المحطةj  بينما إزاحة المحطات

 الأخرى ص راً.

 : >لا مثال

  ًَّ  ثال السابق.ح في المأكتب مص وفة الكزازة لم ياز المو

      x  = xعمى المحطة في أقصي اليسار بينما        xسمط إزاحة م دارىا 

 
 :المعادثت

011  kkk 
021  kk 
031 k 

   و بالتالي نحصل عمى

k   = 2k , k   = -k  , k       

      x = xالمحطة الوسطي بينما عمى        xو الآن سمط إزاحة م دارىا 

 

 :المعادثت

012  kk 

022  kkk 
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032  kk 
   و بالتالي نحصل عمى

k  = -k , k   = 2k  , k   = -k 

      x = xعمى المحطة اليمين بينما        xو أخيراً  سمط إزاحة 

 

 :المعادثت

013 k 

023  kk 

033  kkk 
   و بالتالي نحصل عمى

k13= 0, k23 = -k  , k33 = 2k 
   إذن مص وفة  الكزازة

 
























kk

kkk

kk

K

20

2

02

 
   و الآن تح ق من الآتي

[K]-1 = [A] 

[A]-1 = [K] 
  و العمميات الحسابية المصاحبة لو طويمة. التحميل الدقيق ل  يزة ذات در ات حرية متعددة صعب إنَّ 

و في كثير من الأحيان ث تكون كل أنماط اثىتزاز مطموبة  و قد يك ي ت ديراً مع وثً لمنمط الأساسي  
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لجىتزاز و الأنماط الأخرى المنخ ًة. ىنالك عدد من الطرق المستخدمة ةي اد أنماط اثىتزاز. سنركز 

 ي تكرار المص وفة.اليوم عمى طري ة واحدة و ى

 طريقة تكرار المصفوفة3 8.5

  إنَّ معادثت الحركة أياً كانت طري ة استنتا يا  فيي ت تي عمى أشكال متشابية
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


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
2

1

21

22221

11211

2

1

 

وفي حالة أنَّ تكون المص وفة مص وفة كزازة فإنَّ 
2

1


   2وأما إن كانت مص وفة مرونة  . 

و في طري ة تكرار المص وفة  يبدأ التكرار بافتراض عمود اثزاحات عمى يمين المعادلة و من ثم ال يام 

يتم قسمة عناصرىا  ةبالعممية المشار إلييا و التي تؤدي إلي ت دير  ديد لجزاحات. ىذه اثزاحات ال ديد

ذا كانت إارب الحل يعطي  الذبذبة الأساسية عمى قيمة معينة  ت عل أحد ىذه اةزاحات وحدة واحدة. و ت 

المس لة مبنية عمى المرونة  أما إذا كانت المس لة مبنية عمى الكزازة فإن الحل ي ود إلي ال يمة ال صوى 

 لمذبذبة الطبيعية.

 3( ) مثال

 ًَّ  المص وفة. ح في الرسم أدناه بطري ة تكرارأو د الذبذبة الطبيعية الأساسية و نمط اثىتزاز لم ياز المو

 
 الحل3

 معادلة مص وفة المرونة لم ياز ىي:

               
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

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
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    6  سمط قوة وحدة واحدة عند المحطة لا aijةي اد معامل المص وفة 
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  )1(01 211111  aakka 

  )2(01121  aak 

     نحصل عمى7  و لا6من المعادلتين لا

                    
k

a
k

a
1

,
1

2111  

   7و الآن سمط قوة وحدة واحدة عند المحطة لا

 

  )3(0221212  aakka 

  )4(01 1222  aak 

    نحصل عمى9  و لا8من المعادلتين لا

                   
k

a
k

a
2

,
1

2212  

  إذن معادلة المص وفة ىي

                                  
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
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 في الطره اليمين لممعادلة وىي ت ود إلي:       X  = Xنبدأ تكرار المص وفة بال يم 

       
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  ني في التكرار الثا


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   لث في التكرار الثا
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   صل عمىنح ثالثو إذا توق نا عند التكرار ال

                                               1
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   و نمط اثىتزاز المصاحب لمذبذبة الأساسية
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 3حساب أنماط الاهتزاز العميا 8.6

العممية التكرارية تؤدي إلي النمط الأدنى. و لذلك إذا تم حذه النمط  بني الحل عمى المرونة  فإنَّ عندما ين

 الحل سيؤول إلي النمط الذي يميو أي النمط الثاني.  الأول  فإنَّ 

  Xiالحل الم ترح يمكن التعبير عنو بم موع أنماط اثىتزاز  لن ترض أنَّ 

X = C X  + C X  + C X  + … 
 في المعادلة الساب ة سنم   إلي التسمية التالية  Xiريق بين الحل الم ترح و الأنماط و لمت 
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. و ليدددذا نسدددتخدم عجقدددة التعامدددد Xفدددي الحدددل الم تدددرح       Cو الآن نحدددذه الدددنمط الأول بددد ن ن عدددل 

X ددبالًرب ساب اً ب
T
  M  يمين المعادلدة مدا عددا الحدد  و الذي سيؤدي إلي التخمص من كل الحدود عمى

  الأول

                   X
T
  M X = C  X

T
  M X  

   فإننا ن د أنَّ        C   و لأنَّ 

                                  X
T
  M X = 0 

   أي أنَّ 
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   و من ىذه المعادلة نحصل عمى الآتي
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  و المعادلتان الأخيرتان تطاب يتان وقد صي تا كذلك من أ ل كتابة المعادثت الثجث في شكل مص وفة
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 تعره بمص وفة اثكتساح  [S] بيذه الطري ة يكون قد تم اكتساح النمط الأول  و ليذا

     XSAx  
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العمميدة التكراريددة لممعادلددة ىدذه سددتؤول إلددي الددنمط الثداني. و لمحصددول عمددى الدنمط الثالددث و الأنمدداط العميددا 

 و ىكددذا. و عمميددة اثكتسدداح سددتن ص مرتبددة المصدد وفة واحددداً كددل مددرة  إث أنَّ        C  =Cفإننددا ن عددل 

 تصبح أكثر صعوبة. عممية الت ارب

 3(9) مثال

  ًَّ  ح أدناه عمى أساس المرونة  و من ثم أو د كل أنماط اثىتزاز.أكتب معادلة المص وفة لم ياز المو

 

  :يمكن كتابة معادلة المص وفة كما يمي
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     فإن المعادلة ستؤول إلي النمط الأول وىو x    x    x و إذا بدأنا العممية التكرارية ب ية قيم لجزاحات
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   و الذبذبة الأساسية
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  و ةي اد النمط الثاني  نكون مص وفة اثكتساح الآتية



121 

 

 









































100

010
25.0

00.1

4

1

25.0

79.0

2

1
0

S 

 














 



100

010

158.10

S 

   المعادلة التكرارية لمنمط الثاني
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   نبدأ عممية التكرار بسعات عشوائية  و سيؤول الحل إلي النمط الثاني
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   إذن الذبذبة الطبيعية الثانية
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   و ةي اد النمط الثالث فإننا نًت
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      00.11020.14 321  xxx 

   من المعادلتين الساب تين نحصل عمى
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           3231 79.0,252.0 xxxx  
  و التي يمكن التعبير عنيا في شكل مص وفة
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وفة خاليددة مددن النمطددين الأولددين  و بالتددالي يمكددن اسددتخداميا كمصدد وفة اكتسدداح لمددنمط المصدد  جحددظ أنَّ يُ 

   الثالث. و إعمال ىذه عمى المص وفة الأصمية  نحصل عمى
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   المعادلة الساب ة تؤدي مباشرة إلي النمط الثالث
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  3تمرين 8.7

6.  ًَّ   .ح في الرسم أدناهأو د مص وفة المرونة لم ياز المو
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د .7 ًَّ ح أدنداه و ىدو عبدارة عدن ثجثدة أقدراص محمولدة عمدى عمدود. أو د مص وفة الكدزازة لم يداز المو

 كزازة.استنت  مص وفة المرونة ب مب مص وفة ال
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 الأنماط العادية ل ياز لو ثجث در ات من الحرية كانت كما يمي:  .8

     k  = k  = kو     m  = m  = mلم ياز 
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 .تح ق من خاصية التعامد بين ىذه الأنماط

     إزاحة أولية كما يمي ثم أطمق8إذا منح ال ياز الموصوه في المس لة لا .9
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 أو د الم دار من كل نمط المو ود في اثىتزاز الحر.

:.  ًَّ  ح في الرسم أدناه.بطري ة تكرار المص وفة  أو د أنماط اثىتزاز لم ياز المو
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 الفصل التاسع

 رةاهتزاز الأجهزة المستم

 مدخل3 9.1

الأ يددزة المسددتمرة ىددي أ يددزة ذات كتمددة معروفددة موزعددة. ىددذه الأ سددام ي تددرض فييددا أن تكددون مت انسددة و 

ت كل ذرة فإننا نحتاج إلي عدد ث  متشابية الخواص  وتست يب ل انون ىوك إلي حد المرونة. لتحديد موً

 من در ات الحرية. نيائي من اةحداثيات وليذا فإن ىذه الأ سام تمتمك عدد ث نيائي

عامة يكون اثىتزاز الحر ليدذه الأ سدام م مدوع أنمداط اثىتدزاز الرئيسدة كمدا تمدت اةشدارة لدذلك مدن قبدل. 

إذا كان المنحني المرن لم سم الذي بدأت بو حركة ال سم ينطبدق بالًدبط مدت واحدد مدن الأنمداط الرئيسدة  

لمددرن الددذي ينددت  مددن خبطددة أو إزالددة م ا ئددة فددإن ذلددك الددنمط الددرئيس ىددو الددذي يسددود. و لكددن المنحنددي ا

 لأحمال نادراً ما تنطبق مت أحد الأنماط الرئيسة و ليذا تتم إثارة  ميت أنماط اثىتزاز.

 اهتزاز الأسلاك3 9.2

ي ص ير  فإنَّ الت يير في قدوة Tتم شده ب وة   (kg/m)سمك مرن كتمتو . عمى افتراض اثنحراه العرً

ح  زء من السمك طولو   ً  . dxالشد يكون ص يراً أيًاً و يمكن ت اىمو. الرسم التالي يو

 

 
نا أنَّ اثنحراه و الميل ص يرين  فإن معادلة الحركة لافي إت اه     تصبح yإذا افترً
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 ة نستخدم طري ة ال صل بين المت يرات لحل ىذه المعادل

y (x,t) = Y(x) G(t) 
    6و بالتعويض في المعادلة لا
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  فبإمكانندا اعتبدار كدل طدره xبينمدا الطدره اليمدين ث يعتمدد عمدى  tو لأن الطره اليسار ث يعتمد عمدى 
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تعتمد عمى الحاثت الحدودية و الحاثت الأوليدة. عمدى سدبيل المثدال  إذا شدد  Dو   A   B   Cالثوابت 

   فإن الحاثت الحدودية تكون   Lالسمك بين ن طتين ثابتتين المسافة بينيما 

y (0,t)  =  y  (L,t) = 0 

y (0,t)  = 0        B = 0 

 الحل3 
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Ln  

 ,...3,2,1 n
L

cn
n


 

 و شكل نمط اثىتزاز  

L

xn
Y


sin 

 ق  فإن اثىتزاز يكون وفق المعادلة التالية أما إذا أزيح السمك بشكل عشوائي ثم أطم

   
L

xn
tDtCtxy

n

nnnn


 sincossin,

1






 

0t 

 
L

xn
Dxy

n

n


sin0,

1






 

 
L

xn
Cxy

n

nn


 sin0,

1






 

أًدرب كدل معادلدة فدي 
L

xk
sin

  ثدم كامدل بدين الحددين  x = 0 و x = L    كدل الحددود عمدى اليمدين .

 و ىكذا نحصل عمى   n = kعدا الحد ستصبح ص راً ما 

  dx
L

xk
xy

L
D

L

k


sin0,

2

0

 
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,...3,2,10  kCk 

 الاهتزاز الطولي لمقضبان3 9.3

عمدى  uال ًيب ي ترض أن يكون منتظماً و نحي اً. و نتي دة لم دوي الطوليدة سدتكون ىنالدك إزاحدات طوليدة 

دددت  ال ًددديب لدددو عددددد ث نيدددائي مدددن در دددات . و لأنَّ tو الدددزمن  xطدددول ال ًددديب و سدددتكون بدثلدددة الموً

 الحرية فينالك عدد ث نيائي من أنماط اثىتزاز.

 
حة في الرسم أعجه.  dxلن خذ  عنصراً في ىذا ال ًيب طولو  ًَّ  تعرض لمتشوىات المو

 
x

u

dx

udxu
x
u







 



 

 و لكن  

EA

P

E


 

EA

P

x

u






 
  xم طت. الآن فاًل بالنسبة لد مساحة ال Aحيث أنَّ 

x                                  6لا

P

x

u
EA









2

2

 

 و الآن نات  ال وي في ات اه الع مة يساوي حاصل ًرب الكتمة في الع مة  
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                              7لا
2

2

t

u
Adxdx

x

P









 

حيث أن  
v
m  

   نحصل عمى  7  و لا6المعادلتين لاو الآن من 

2

2

22

2 1

t

u

cx

u










 
حيث أن  


 Ec  

 لن ترض الحل  

u (x,t) = U (x) G (t) 
 و بالتالي نحصل عمى معادلتين ت اًميتين حميما  

  xBxAxU
CC
 cossin  

  tDtCtG  cossin  

 الحل العام  

    tDtCxBxAtxu
CC

 cossincossin,  

0,0)0,(  Dxu 

 اة ياد عند الطرفين ص راً و بالتالي اثن عال ص راً. أي أنَّ  

    0,,0 








tL

x

u
t

x

u

 

  0sin
0





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








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A
x
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


 

0A 

  0sinsin 























tC
c

L
B
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u
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


 

0sin0 
c

L
B


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





n
E

L
c

L
n

n 
 






E

L

n
n 

 

تمثدددل رتبدددة نمدددط اثىتدددزاز  وعميدددو يمكدددن كتابدددة الحدددل السدددابق لم ًددديب الدددذي يكدددون حدددراً مدددن  nث أنَّ  حيددد

 الطرفين و ليست لو إزاحة أولية ىكذا 






















 t

E

L

n

L

xn
uu o




sincos 

 .nعدد ع دىا  cosineإذن سعة اثىتزاز الطولي عمى طول ال ًيب عبارة عن مو ة عمى شكل 

 بان3اهتزاز الالتواء في القض 9.4

 
 معادلة الحركة بالنسبة ل ًيب في حالة اىتزاز التواء شبيو لمعادلة الحركة لجىتزاز الطولي في ال ًيب.

 ىو   Tالنا م عن عزم  dxتمثل المسافة عمى  طول ال ًيب. إنَّ زاوية اثلتواء في أي طول  xدع 

                                       6لا
dx

GJ

T
d 
 

dxTو  Tىي  دساءة اثلتواء. العزم عمى و يي العنصر ىو  GJحيث أن 
x
T

 .كما في الرسم أعجه 

 و الآن نات  العزوم في ات اه الع مة يساوي حاصل ًرب عزم ال صور الذاتي في الع مة الزاوية  
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          2

2

t
Idx

x

T








 

 
dxJIو لأن     تصبح المعادلة   

2                                      7لا

2

t
J

x

T








 


 

                    6من المعادلة لا
x

JGT





 

2                                     8لا

2

x
JG

x

T








 

 

    8  و لا7من المعادلتين لا

2

2

22

2 1

tcx 






 

 

ث أنَّ  حي


G
c  . 

 و الحل كما نعمم ىو  

       tDtCxBxAtx
GG

  cossincossin,  

 :(1مثال)

أو ددد معادلددة الذبددذبات الطبيعيددة ل ًدديب منددتظم فددي حالددة التددواء أحددد طرفيددو م يددد و الآخددر حددر كمددا فددي  

 الرسم أدناه.

 

                                               000,  Dx 

            txBxAtx
GG

  sincossin,  
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 الحاثت الطرفية  

00,0  Bx  

0,0, 





x
ieTLx



 

0cos 

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









 L

G




 




 









2

1
nL

G
n 

 إذن الذبذبة الطبيعية لم ًيب 

            





G

L
nn 










2

1 

 :(2مثال)

د طرفيو م يد و عمى الطره الآخر قرص لو عزم قصور ذاتي حول عمود ناقل لمحركة يمكن افتراض أح 

 . استنت  صي ة الذبذبات الطبيعية. Ioمحور الدوران 

 

  000,  Dx 

  00,0  Bt 
   xtCtx

G

 sinsin,  

 من الرسم معادلة الحركة  
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oL IT  

Lxo

Lx

I
x

GJ 















 

 2

 

ن عو ض و الآ
Lx

Lx
x 

 











 ,   





























 L

G
IL

GG
GJ o








 sincos 2 

 و التي يمكن كتابتيا  






G

I

J

G
L

o

tan 

oI

I
  tan

 

حيث أنَّ 
G

LJLI


  ,. 

 اهتزاز العارضات3  9.5

ددي ن خددذ ال ددوي والعددزوم المسددمطة عمدد ى عنصددر كمددا فددي الرسددم ةي دداد المعادلددة الت اًددمية لجىتددزاز العرً

 أدناه. 

 
 = الكتمة عمى الطول   y    معادلة الحركة في ات اه 



134 

 

dxydF 2 

y
dx

dF 2
 

 العزوم حول أي ن طة في وا ية العنصر اليمين  

 
0

2

2

2 
dx

yFdxdM 
 

F
dx

dM


 

dx

dF

dx

Md


2

2

 

y
dx

Md 2

2

2


 

2

2

dx

yd
EIM 

 

02

2

2

2

2









 y

dx

yd
EI

dx

d


 
 ثابت    E Iإذا كان 

04

4

4

 y
dx

yd


 

IE

2
4 

 

 
 ن ترض حل المعادلة  

axey  
 سن د أن المعادلة تتح ق بالآتي  

 iaa  , 
   و لكن

xxe xi  sinhcosh  
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     xixe xi  sincos  
 عميو يصبح الحل  

xDxCxBxAy  sincossinhcosh  

 و الذبذبة الطبيعية  

 
4

22

L

EI
L

EI
nnn





  

ددة. ال دددول التددالي يعطددي قدديم  nحيددث أنَّ العدددد  يعتمددد عمددى الحدداثت الحدوديددة لمعارً 2Ln  لددبعض

 الحاثت الطرفية  

 الحالة الطرفية 21L  22L  23L 

ة مسنودة إسناد بسيط  <0== :0<8 >=0< عارً

ة وتدية  >60; 7705 80:7 عارً

ة حرة الطرفين  67605 >60; 7709 عارً

ة مبنية  67605 >60; 7709 من الطرفين عارً

ة طره مبني و هخر مسماري  65905 505: 6:09 عارً

ة مسمارية حرة  505: 6:09 5 عارً

 

 :(3مثال)

ة وتدية منتظمة.   أو د الذبذبات الطبيعية لعارً
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 الحاثت الطرفية  

0,0,,0,0
3

3

2

2


dx

yd
F

dx

yd
MLx
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yx 

 نعو ض ىذه الحاثت في المعادلة العامة نحصل عمى 

  CACAy
x




0
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  DBDB
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










0
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    0sinsinhcoscosh
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2






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
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    0coscoshsinsinh
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










LLBLLA
dx

yd

Lx

 

 من المعادثت الساب ة نحصل عمى 

LL

LL

LL

LL









coscosh

sinsinh

sinsinh

coscosh








 

 و التي يمكن تبسيطيا  

01coscosh LL  

ابدددل نمدددط مدددن أنمددداط اثىتدددزاز و لمدددنمط الأول ن دددد أَّن كدددل قيمدددة منيدددا ت  Lىدددذه المعادلدددة تتح دددق بعددددد 

875.1L1   695.4و لمنمط الثانيL2   و عميو فإنَّ الذبذبة الطبيعية الأولي . 

      
44

2

1 515.3875.1
L

EI

L

EI


  

 طريقة مصفوفة المرونة3  9.6

  :9لامثال

ة وتدية تم   تمثيميا بثجثة كتل كما في الرسم أدناه. أو د الذبذبة الطبيعية لعارً



137 

 

 
  كمددا فددي الرسددم 8   لا7   لا6معامددل التدد ثير المددرن يمكددن إي دداده بتسددميط حمددل م ددداره واحددد عنددد الن دداط لا

أدناه  ومن ثم حساب اثنحراه عند ىذه الن اط. باسدتخدام طري دة عدزم المسداحة يحسدب اثنحدراه فدي أي 

 .EIحول تمك الن طة عمى   ساءة اثنحناء ن طة من حاصل قسمة عزم المساحة 
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 مص وفة المرونة إذن  
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 
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
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   16.053.000.1,35 11 
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x 

441 63.2
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EI

L

EI


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اة ابة المًبوطة 
41 52.3

L

EI


  . 

 إذن كمما زادت عدد الكتل كمما اقترب الحل إلي الحل المًبوط.

 طريقة رالى3  9.7

 ميل المنحني المرن.  θعزم اثنحناء و  Mلتكن 
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 طاقة اثن عال في عنصر ص ير  

dMdU                                     6لا
2
1 

 و لأنَّ اثنحراه عامة ص ير  

   2

21
,

dx

yd

dx

d

Rdx
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



 

ات    و من نظرية العارً

                                    EI

M

dx

d

EI

M

R


1

 
    6نصه قطر الت ويسة. الآن عوضَّ في المعادلة لا Rحيث أنَّ 

 dx
EI

M
U

2

max
2

1

 

 







 dx

dx

yd
EIU

2

2

2

max
2

1

 
ة    حيث أن  التكامل عمى طول العارً

 طاقة الحركة:

                                          dmyT 
2

1
max 

                                     dmyT 22

max
2

1
 

 ىو منحني اثنحراه الم ترح. yحيث أنَّ 

 صل عمى الذبذبة الأساسية.والآن بمساواة طاقة الحركة وطاقة اثن عال نح



 









dmy

dx
dx

yd
EI

2

2

2

2

2 

 :(5مثال)
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ة طوليا    مسنودة إسناد بسيط عند طرفييا. Lأو د الذبذبة الطبيعية الأساسية لعارً

 ن ترض  أنَّ دالة منحني اثنحراه. 

  t
L

x
ytxy o 


sinsin,  

ة    yoحيث أنَّ   ىو اثنحراه في وسط العارً

 
 و الآن 

t
L

x
y

Ldx

yd
o 


sinsin

2

2

2









 

dx
dx

yd
EII

L 2

2

2

0

1 







  

dx
L

x
ty

L
EII

L

o 









0

22

4

1 sinsin



 

dxt
L

x
ymdmyI

L

o

L

 









0

2

2

2

0

2 sinsin 
 

dx
L

x
tmyI

L

o 
0

222

2 sinsin


 

m

L
EI

I

I

4

2

12














 

4

2

mL

EI
  

 و ىذه ىي اة ابة المًبوطة.
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 الكتل المعزولة3 9.8

ة أو عمود تم تمثيمو بسمسدة مدن الكتدل يمكن استخدام طري ة رالى ةي اد الذبذبة الطبيعية الأس اسية لعارً

   M  g , M  g , M  gالمعزولدة. كحدل أولدي ن تدرض منحندي اثنحدراه اثسدتاتيكي الندا م مدن الأحمدال 

دة      y   , y  , yوىكذا واثنحرافات الم ابمدة لتمدك الأحمدال  و ىكدذا. طاقدة اثن عدال المخزوندة فدي العارً

ت و طاقة الحركة ال صوتين ىكذا تحسب من الش ل الذي  تؤ   ديو ىذه الأحمال. طاقة الوً

 ...
2

1
332211max  yMyMyMgU 

 ...
2

1
3

2

32
2

21
2

1

2

max  yMyMyMT  

 و بمساواة اثثنين نحصل عمى  

                                           




ii

ii

yM

yMg
2

2

1 

 (63مثال)

ح في الرسم أدناه.أحسب الذبذبة الطبيعية الأساسية لجىتزاز العرً  ًَّ  ي لم ياز المو

 
من الطره اليسار النا م من حمدل  xأوثً: نستخدم ال اعدة التالية وىي اثنحراه عند أي م طت عمى بعد 

 من الطره اليمين ىو   bمركز عمى بعد 

   222

6
bxL

LIE

Wbx
xy  

bLx  

 يو بتركيب اثنحرافات النا مة من كل حمل لوحده  اثنحراه تحت كل حمل يمكن أن يتم الحصول عم
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  kg 135اثنحراه النا م من الحمل 

 
EIEI

y
3

222

1

10.273.3
5.15.25.5

5.56

5.25.181.9135





 

 
EIEI

y
3

222

2

10.889.2
5.145.5

5.56

45.181.9135





 

  kg 225اثنحراه النا م من الحمل 

 
EIEI

y
3

222

1

10.5243.7
5.25.15.5

5.56

35.281.9225





 

 
EIEI

y
3

222

2

10.4559.5
5.25.15.5

5.56

5.15.281.9225





 

  ''yو'y و الآن أ مت 

EI
y

EI
y

3

2

3

1

10.344.8
,

10.797.10
 





ii

ii

yM

yMg
2

2

1 

 
  3221

10.344.8135797.105.22

344.8135797.105.2281.9






EI
 

 sradEI /03129.01  

 ريتز3 –طريقة رالى  9.9

ريتدز تسدتخدم دالدة  –في طري ة رالى تستخدم دالة بحد واحد كافتراض لمنحني اثنحدراه. فدي طري دة رالدى 

 كثيرة الحدود. نبدأ بالعجقة  

*

max

max2

T

U

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*الحركة حيث أنَّ طاقة 

max

2TT   و المنحني الم ترح لجنحراه 

         xCxCxCxy nn  ...2211 
حيث أنَّ  xi  دالة تح ق الحاثت الحدودية و الآن 


i j

jiij CCkU
2
1

 


i j

jiij CCmT
2
1

 
ات  ي لمعارً  في حالة اثىتزاز العرً

      dxmmdxEIk jiijjiij    , 
 بينما لحالة ال ًيب الذي ييتز طولياً  

        dxmmdxEAk jiijjiij    , 
   Ciقيمة دنيا بالت اًل مت كل من الثابتين. فمثجً بالنسبة لد  2و الآن ن عل قيمة 





















*

max

max

2

T

U

CC ii



 

0
2*

max

*

max
max

max*

max












T

C

T
U

C

U
T

ii

 
 و ىذه تح ق بالآتي  

       
0

*

max

*

max

maxmax 









ii C

T

T

U

C

U

 
 و لكن ن رض أنَّ  

2

*

max

max 
T

U

 

ii C

T

C

U











*

max

2

max 

 
 و لكن  



145 

 




 n

j

jij

i

Ck
C

Umax

 




 n

j

jij

i

Cm
C

T *

max

 

02إذن                                    
n

j

jij

n

j

jij CmCk  

 أي أنَّ  

      0... 2

2

2

221

2

11  ininniiii mkCmkCmkC  

 من المعادثت يمكن ترتيبيا عمى شكل مص وفة   n  فينالك  nإلي  6من  تت ير iو لأنَّ 

         0
2

1

2

1

2

1

1

2

112

2

1211

2

11













































nnnnnnn

nn

C

C

C

mkmk

mkmkmk











 

. و حددل المعددادثت ي ددود إلددي nمددن الدر ددة  2المحددددة ليددذا المعادلددة عبددارة عددن معددادثت  بريددة بدثلددة 

لكددل  Ciمكن الحصددول عمييددا بحددل المعددادثت مددن أ ددل . أمددا أشددكال اثىتددزاز فدديnذبددذبات طبيعيددة عددددىا 

 ذبذبة طبيعية و تعويض ذلك في المعادلة  

   



n

i

ii xCxy
1

 

 :(7مثال)

دددة وتديدددة طوليدددا  –باسدددتخدام طري دددة رالدددى    Lريتدددز  أو دددد الذبدددذبتين الأوليتدددين و نمطدددي اثىتدددزاز لعارً

 باستعمال حد واحد ثم حدين و ىما  

       
3

2

2

1 , 


















L

x

L

x
 

 استعمال حد واحد  

3221

6
,

2

L

x

L
  
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3

0

4

0

1111

44

L

EI
dx

L
EIdxEIk

LL

   

dxmm

L


0

1111  

5
0

4

4 mL
dx

L

x
m

L

  

    0
5

4 2

3

2 
mL

L

EI
MK


 

4

2

1

20

mL

EI
 

 و النمط ىو  

 
2











L

x
xy 

311

4

L

EI
k 
 

 استعمال حدين  

3

0

5

0

2112

612

L

EI
dx

L

x
EIdxEIk

LL

  

 

3

0

6

2

0

2222

1236

L

EI
dx

L

x
EIdxEIk

LL

  

 

5
11

mL
m 
 

6
0

5

5

0

1112

mL
dx

L

x
mdxmm

LL

  

 

7
0

6

6

22

mL
dx

L

x
mm

L

 
 

0
3032

3542

210126

64

2

1
2

3








































C

CmL

L

EI 
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دع   
EI

mL

210

42
   

0
3012356

356424








 

4

2

11 48.120594.0
mL

EI
  

4

2

22 5.12117691.5
mL

EI
  

 يحسب من الآتي  النمط الأول 

    0356424 2111  CC  

12 347.5 CC  

 و بالتالي 

 
32

1 347.5 


















L

x

L

x
xy 

 النمط الثاني يحسب من  

    0356424 2212  CC  

12 347.12 CC  

 و التالي 

 
32

2 347.12 


















L

x

L

x
xy 

 الذبذبتين المًبوطتين ىما  

4

2

24

2

1 5.485,36.12
mL

EI

mL

EI
  

لواًح أن الذبذبة الأولي بحد واحد ليست مًبوطة و لكنيا تبدو كدذلك فدي حالدة الحددين. الذبذبدة الثانيدة ا

 غير مًبوطة و بالتالي لتحسين دقتيا يستحسن استخدام مزيد من الحدود.
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 تمرين3   9.11

 .444Nعندما يتعرض ل وة شد    kg/m 0.372أو د سرعة المو ة عمى طول حبل كتمتو  .6

Ans. (34.5m.s) 

E=200 kN/mmأو ددددددد سددددددرعة المو ددددددة الطوليددددددة عمددددددى طددددددول قًدددددديب صددددددمب نحيدددددده  .7
  

3m/kg78104060.                                        لا m/s Ans. 

دددية لاأنظدددر  .8 كيبدددل مدددرن طرفدددو العمدددوي مثبدددت و الأسددد ل حدددر لجىتدددزاز تحدددت تددد ثير ال اذبيدددة الأرً

ي: الرسم . برىن أنَّ معادلة اثىت  زاز العرً

   






















x

y

x

y
xg

t

y
2

2

2

2

 

 
 و كثافتدو  2Lتتصدجن بكيبدل طولدو  mقمر صناعي يتكدون مدن كتمتدين متسداويتين كدل منيمدا  .9

بددددرىن أن المعادلددددة  oكمددددا فددددي الرسددددم أدندددداه. إذا كددددان ال مددددر يدددددور فددددي ال ًدددداء بسددددرعة زاويددددة 

ية لمكيبل ىي: ت اىل ت ير الشد في الكيبلالت اًمية ل  محركة العرً



















y

t

y

Lmx

y
o

o

2

2

2

22

2




 

 و الذبذبة الأساسية  

2
22

2

2
o

o Lm

L





 


















 
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طرفددو العمددوي مثبددت و الطددره الأسدد ل مسددمط عميددو  Aو مسدداحة م طعددو  Lقًدديب منددتظم طولددو  .:

 ية  . برىن أنَّ الذبذبات الطبيعية تكون وفق المعادلة التالWحمل 

W

LgA

E
L

E
L





 tan 

  يمكدددددن التعبيدددددر عنيدددددا ىكدددددذا    :بدددددرىن أن الذبذبدددددة الأساسدددددية لم يددددداز الموصدددددوه فدددددي المسددددد لة لا .;

rM

k
11   

حيث أنَّ 
L

AE
kLn

M

M
r rod  ,, 11  وM .الكتمة الطرفية 

rodMMو كتمة تساوي  kإذا مثمنا ال ياز بياي ثابتو 
3
1    .أو د المعادلة الت ريبية لمذبذبة الأساسية

برىن أنَّ نسبة الذبذبة الت ريبية لمذبذبة المًبوطة من الحل السابق ىي 
r

r

3

31

1
. 

 م يد في الوسط و حر الطرفين.  Lأو د صي ة لذبذبات اثلتواء الطبيعية ل ًيب منتظم طولو  .>

  







 ,...3,2,1,12 n

G

L
nn




Ans. 

  و قرصدان ISذبة الطبيعيدة ل يداز التدواء يتكدون مدن عمدود مندتظم لدو عدزم قصدور ذاتدي أو د الذب .=

. قددارن الذبذبددة الأساسددية بتمثيددل العمددود بيدداي Ioيتصددجن بطرفيددة و لكددل منيمددا عددزم قصددور ذاتددي 

 التواء و قرصين. 













































1

2

tan
2

c

L

I

I

c

L

I

I

c

L

S

o

S

o





Ans. 
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العدددزم  Jحيدددث أن  GJ   سددداءة اثلتدددواء   الكثافدددة  Lقًددديب مندددتظم لدددو الخدددواص التاليدددة: الطدددول  .<

  بينمددا  q (Nm/rad)يتصددل بيدداي التددواء لددو ثابددت  x = 0معدداير ال ددص . الطددره  Gال طبددي و 

ح في الرسم أدناه. x = Lالطره  ًَّ  م يد كما مو

 
ة بدراسددة الحالددة أو ددد المعادلددة التددي يمكددن اسددتخجص الذبددذبات الطبيعيددة منيددا. تح ددق مددن صددحة المعادلدد

0,  qq . 

ي.65  . أو د صي  لمذبذبات الطبيعية ل ًيب حر من الطرفين في حالة اىتزاز عرً

ة منتظمة طوليا 66  مبنية من الطرفين. L. أو د الذبذبات الطبيعية لعارً

ة منتظمة طوليا 67  الطره الآخر.مبنية من طره و مسمارية من  L. أو د الذبذبات الطبيعية لعارً

ة خرصانية 68  L 0.224مسنودة عند ن طتدين تبعددان  300mm  ×50mm  ×50mm. اختبار لعارً

  أو دد معداير   kg/m 26000. إذا كاندت كثافدة الخرصدانة Hz 1690مدن الطدرفين أعطدي ذبذبدة رندين 

ة نحي ة.  المرونة عمى افتراض أن العارً

Ans.(E = 24GN/m ) 

ح في الرسم أدناه. . باستخدام طري ة رالى 69 ًَّ  قد ر الذبذبة الأساسية لم ياز ذي الكتل المعزولة المو

 
















31 63.4
mL

EI
Ans. 
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حة في الرسم أدناه.:6 ًَّ ة الوتدية ذات الكتل المعزولة المو  . قدر الذبذبة الأساسية لمعارً

 














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31 62.1
ML

EI
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. اسدددتخدم دالدددة اثنحدددراه ;6  









L

x
yxy


sinmax  دددحة فدددي ًَّ دددة المو ةي ددداد الذبذبدددة الأساسدددية لمعارً

 .  E I  = 4 E I. لاب     E I  = E Iالرسم أدناه إذا كان لاأ  

 










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4
4

1
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EI
ب

L

EI

L
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



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  و لكن استخدم المنحني ;6. أعد حل المس لة لا>6  









L

x

L

x
yxy 1

4
max . 
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ندددددددتظم معمدددددددق بحريدددددددة مدددددددن م صدددددددمة فدددددددي ال مدددددددة . باسدددددددتخدام الأنمددددددداط الثجثدددددددة التاليدددددددة . قًددددددديب م=6

L

x

L

x

L

x 





2
sin,sin, 321   ريتز. –أو د المعادلة الخاصة باستخدام طري ة رالى 
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. إذا كاندددت 20mmعمدددى طدددره  نددداح طدددائرة م اتمدددة أدي إلدددي انحدددراه م دددداره  45kg. حمدددل م دددداره <6

 144  أحسب بالت ريب ذبذبة ال ناح عندما يتم تركيب خدزان وقدود كتمتدو 10Hzذبذبة الأساسية لم ناح ال

kg  1.93عمى طره ال ناح.    لاHz Ans. 

دددة معيندددة أخًدددعت لت ربدددة اىتدددزاز باسدددتخدام ىدددزاز ث تمركدددزي كتمتدددو 75 فدددي وسدددط  kg 5.44. عارً

ة  فو د أنَّ ذبذبة الرنين  . 398Hzانخ ًت ذبذبدة الدرنين إلدي   4.52kgمة . بإًافة كت435Hzالعارً

ة.   أو د الذبذبة الطبيعية لمعارً

 .497Hz Ansلا 

ددة طوليددا 76 ريتددز أو ددد الذبددذبتين   –مسددنودة إسددناد بسدديط عنددد طرفييددا. باسددتخدام طري ددة رالددى  L. عارً

الأوليتين . خذ 
L

x

L

x 





2
sin,sin 21  . 
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











4

2

24

2

1 4,
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

Ans. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



153 

 

 المراجعالكتب و 

 الكتب والمراجع العربية3

الأول "    امعدة  م مددالة محاًدرات فدي اةىتدزازات الميكانيكيدة   "مذكر  بروفيسور محمود يس عثمان. 1

 م . 1978وادي لنيل   كمية اليندسة والت نية   قسم اليندسة الميكانيكية  لا

"    امعدة  ثدانيال م مددالزازات الميكانيكيدة ة محاًرات في اةىت  "مذكر  بروفيسور محمود يس عثمان. 2

 م . 1982وادي لنيل   كمية اليندسة والت نية   قسم اليندسة الميكانيكية  لا

"    امعدة  ثالدثال م مددالة محاًرات في اةىتزازات الميكانيكية   "مذكر  بروفيسور محمود يس عثمان. 3

 م . 1990لميكانيكية  لاوادي لنيل   كمية اليندسة والت نية   قسم اليندسة ا

ي سميمان   "د. . 4 "    امعدة وادي لنيدل   كميدة محاًرات في اةىتزازات الميكانيكيةأسامة محمد المرً

 م . 1995اليندسة والت نية   قسم اليندسة الميكانيكية  لا

ن إصدددارات تر مددة الدددكتور حددازم فددجح سددكيك   "الوحدددة الثانيددة لتىتددزازات والأمددواج الميكانيكيددة"   مدد. 5

 م .2018المركز العممي لمتر مة   لا

.  المممكة العربية السعودية   المؤسسدة العامدة لمتددريب ال ندي والميندي   اةدارة العامدة لتصدميم وتطدوير 6

 المناى    "اةىتزازات واةتزان". 
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 المصطمحات
Terminologies)) 

 Amplitude عةس

 Acceleration ع مة

ة  Beam عارً

ة وتدية       cantilever beam               عارً

ة مسنودة اسناد بسيط       simply supported beam              عارً

ة مبنية الطرفين      built – in beam              عارً

 Coordinates احداثيات

 Coupling ارتباط

               static  coupling                ارتباط استاتيكي     

 dynamic  coupling                ارتباط ديناميكي     

 Continuous مستمر

  continuous - body                سم مستمر

  Damping مًاءلة أو تخميد

 viscous damping               مًاءلة لز ة   

 damping coefficient               عامل مًاءلةم   

 damping ratio               نسبة مًاءلة   

 critical damping                مًاءلة حر ة   

  damper  (dashpot)                مًائل لامساعد ياي    

 Degrees of freedom در ات حرية

 Diagram مخطَّط

 free  body diagram                 حرمخطَّط  سم    

 force diagram                 مخطَّط ال وي   

 Displacement إزاحة

 linear displacement                 إزاحة خطية   

 angular displacement                 إزاحة زاوية   

 Deflection إنحراه

 static deflection              انحراه استاتيكي   

 Disc قرص
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 Determinant محددة

 Energy طاقة

ت     potential energy              طاقة وً

 kinetic energy              طاقة حركة   

 strain energy              طاقة ان عال    

 Excitation إثارة   اًطراب

 excitation force              قوة إثارة أو اًطراب    

 exciter                ياز إثارة أو اًطراب   

 Eccentric ث تمركزي

 eccentric mass               كتمة ث تمركزية   

  eccentricity               ث تمركز   

  Equilibrium اتزان

 static equilibrium               اتزان استاتيكي   

 Eigenvalue اي نقيمة 
  Eigenvector مت و اي ن

 Frequency ذبذبة 

 natural frequency               ذبذبة طبيعية   

 circular frequency               ذبذبة دائرية   

 Friction احتكاك

 Flywheel حدَّاه

 Force قوة

 out of balance force            قوة نا مة من عدم اتزان   

 Geometric axis محور ىندسي

 Homogeneous مت انس

    homogeneous equation             معادلة ص رية    

 Initial conditions حاثت أولية

  Inertia قصور ذاتي 

  moment of inertia              عزم قصور ذاتي    

 inertia force               قوة قصور ذاتي   

  Logarithmic decrement تناقص لوغريثمي 
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 Motion حركة 

ية       ground motion              حركة أرً

 harmonic motion              حركة تواف ية    

 periodic motion              حركة دورية   

 reciprocal motion              حركة ترددية   

 Mass كتمة

 generalized mass              عامةكتمة    

 Matrix مص وفة

 Modal matrix              مص وفة نمطية   

 stiffness matrix              مص وفة كزازة   

 flexibility matrix              مص وفة مرونة   

 mass matrix              مص وفة كتمة    

 sweeping matrix              مص وفة اكتساح   

 adjoint matrix              مص وفة قرين   

 Node ع دة

  Oscillation ت ر ح

 Overshoot ت اوز

  Orthogonal متعامد 

 Particle  سيم

 Plate لوح

  Pendulum رقَّاص

 Periodic time زمن دوري

 Power قدرة

 Phase angle زاوية طور

 Rigid  اسي لاث يتشوه 

 Roll يتدحرج

 Pulley بكرة

 Radius of gyration نصه قطر الدوران

 Spring ياي

 Slip انزثق
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 Simulation محاكاة

 System منظومة أو  ياز

 conservative system               ياز محافظ   

 Steady state حالة مست رة

  Transmissibility من ولية

 Torque عزم التواء

 Uniform نتظمم

 Vibration اىتزاز

 vibration isolation              عزل اىتزاز   

  vibration absorber               ماصة اىتزاز   

 free vibration              اىتزاز حر   

 forced vibration              اىتزاز قسري    

ي     lateral vibration               اىتزاز عرً

 longitudinal vibration               اىتزاز طولي   

  torsional vibration               اىتزاز التواء   

 vibration mode                نمط اىتزاز   

 Velocity سرعة

 work ش ل

 
 

 

 
 

 


