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 شكر وعرفان

صلوات على رسوله وخادمه محمد وعلى آله وصحابته وجميع منن الشكر والعرفان لله والتبريكات وال

 تبعه وتَقف ِّى أثره إلى  يوم القيامة.

ينننود الباتنننت ان يتقننندم بالشنننكر أجالنننه لبنننك منننن سننناإم بج نننده وفكنننره وو تنننه فننن  إخنننرا  إننناا البتنننات  

ادي الدينك ن بالصورة المطلوبة ، ويخُص بالك الزملاء/ الأساتاة بقسنم ال ددسنة الميكاديكينة بجامعنة و 

 عطبرة ، وأيضاً الإخوة/ الأساتاة بقسم ال ددسة الميكاديكية بجامعة البحر الأحمر ن بورتسودان.

الاي ساإم بقدر كبير ف  مراجعة  وا عادة  محمود يس عثمانالشكر والتقدير والعرفان للبروفيسور/ 

 مراجعة محتويات البتات.

كالوريوس ال ددسنة فن  جمينع التخصصنات خاصنة اإدي إاا البتات بصفة أساسية لطلات دبلوم وب

التصننميم مننن التطبيقننات فنن   العدينندطننلات  سننم ال ددسننة الميكاديكيننة ، حيننذ يسننتعر  إنناا البتننات 

 .بمساعدة الحاست مشفوعاً بأمثلة محلولة

نننكري وامتدننناد  إلنننى الم دننندس/  بمركنننز دادينننة لخننندمات  أساااامة محماااود محماااد علااايوأعُبنننر عنننن شا

ي أدفننا العدينند مننن السنناعات فنن  طباعننة ، مراجعننة وتعننديك ابمديدننة عطبننرة، الننالحاسننوت والطباعننة 

الناي  عوض علاي بكاري والشكر موصول أيضاً للم دندس/  وا عادة طباعة إاا البتات أبثر من مرة.

 شارك ف  تدسيا إاا العمك.

اا فائنندة  أخيننراً ، أرجننو مننن ن سننبحاده وتعننال  أن يتقبننك إنناا العمننك المتواضننع والنناي آمننك أن يكننون 

 للقارئ.          
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 مقدمة

يمادناً مدنه بالندور العانيم والمُقندَّر للسنتاا الجنامع  فن  إثنراء حركنة التنأليف  لف إناا البتنات وا  إنَّ مؤ ِّ

والتعريف والترجمة للمراجع والبتت ال ددسية يأمك أن يف  إاا البتات بمتطلبات بنرام  البكنالوريوس 

اديكيننة ، إددسننة الإدتننا  او التصننديع ، ال ددسننة الب رنائيننة وال ددسننة والنندبلوم لطننلات ال ددسننة الميك

ننى مدنناإ  داريننة ومختبريننة فنن  . يتفننا إنناا البتننات الننديداميكا الحراريننة وتطبيقات ننا المدديننة حيننذ يُىط ِّ

ننند السنننوداد  ، ويُعننند البتنننات مرجعننناً فننن  مجالنننه حينننذ يمكنننن أن  لىويننناً منننع القننناموس ال ددسننن  الموحَّ

طالننت والم دنندس والباحننذ. إنناا البتننات مقتننبس مننن مُنناكرات مؤلفننه فنن  تدريسننه ل نناا يسننتفيد مدننه ال

 عاماً.  خمس وعشرون المُقرر لفترة لا تقك عن 

التصميم بمساعدة الحاسنوت فن  تطبيقنات إددسنية عديندة منن  ي دف إاا البتات لتأبيد أإمية دراسة

دحراف العارضات. بيد ا تحليك الإج ادات، إدتقال الحرارة، تحليك الجملودات،  وا 

د بمنندخك الفصننك الأول  يسننتعر فصننول.  خمسننة يشننتمك إنناا البتننات علننى أسننلوت العدصننر المحنندَّ

  لأإميته، فكرته الأساسية وخطوات حك المسائك باستخدام إاا الأسلوت.

خطننوات حننك مسننائك تحليننك الإج ننادات باسننتخدام أسننلوت العداصننر المحننددة الفصننك الثنناد   يتضننمَّن

دة، إختيننار دمننوا  الإزاحننة، صننيا ة معادلننة البننزازة  التنن  تشننتمك علننى تعريننف شننبكة العداصننر المحنندَّ

ج نناد العدصننر بالإضننافة لمثننالين عدنند د ايننة إنناا  المتقطعننة، حننك معننادلات البننزازة وتحدينند إدفعننال وا 

 .  الفصك

دة فنن  إدتقننال الحننرارة  أمننا الفصننك الثالننذ حيننذ فيشننتمك علننى دراسننة تطبيننا طريقننة العداصننر المحنند 

يسننتعر  إنناا الفصنننك المعننادلات العامنننة للتوصننيك لطحننداثيات المسنننتطيلة والأسننطوادية، معنننادلات 

ل إدتقننال الحننرارة، معادلننة موازدننة الطا ننة، وطريقننة جنناليركن بالإضننافة لمثننال محلننول عدنند د ايننة  معنندَّ

  .  الفصك
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ا ن  للجملنون ومثنال تحلينك الجملودنات حينذ يشنتمك علنى تعرينف للعدصنر الفر الفصك الرابنع  يتداول

 .محلول ف  إاا الموضوع

يشتمك الفصك الخامس على مقدمة وأمثلة محلولة ف  إدحراف العارضات بإستخدام طريقة العداصر 

 المحددة.

فنن  إنناا  هإنَّ الباتنت يأمننك أن يسناإم إنناا البتننات فن  إثننراء المكتبننة الجامعينة داخننك السننودان وخارجن

ئ ضرورة إرسال تىاية راجعة إن كادت إدالك  ثَمَّة أخطاء حتى المجال من المعرفة ويأمك من القار 

 يستطيع الباتت تصويب ا ف  الطبعة التالية للبتات.

 ون الموفا

 

 

                                                                                           

 المؤلف

 م2019 يداير
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 الفصل الأول

د )  (.F. E. Mأسلوب العنصر المحدَّ

(Finite Element Method) 

 (Introductionمقدمة:      ) 1.1

د   إنو الأسنلوت المباشنر لحسنات التفاوتنات للوصنول إلن  الحنك أسلوت العدصر المحندَّ

 معقندة )الحلنول التقريبينة للمعنادلات التفاضنلية العادينة والجزئينة(.التقريب  للمسائك المتصنلة ال

( بدرجنننة حريت نننا اللاد ائينننة إلننن  continuumمسنننائك المتصنننلة المعقننندة )وإننناا ينننتم بتحوينننك ال

 المسائك بديلة ل ا درجة حرية محددة خواص ا  ريبة من الدموا  الأصل .

كك ال ددسنن  المعقنند التنن  لا يسننتخدم أسننلوت العدصننر المحنندد لحننك المسننائك اات الشنن 

التحليليننة القياسننية. ولبننن عدنندما يكننون الشننكك ال ددسنن  المننراد حسننات يمكننن حل ننا بالأسنناليت 

دة  التقاوتنات فينه معقنداً فنإنَّ الم منة تصنب  أبثننر تعقينداً وصنعوبة. فن  طريقنة العداصنر المحنندَّ

اه الطريقنة علينه يمكنن يمكن تفادي إاه المصاعت بتخيك أنَّ الجسم المصمت المراد إجراء إ

دة لتس يك حله.  تقسيمه إل  عدد من التقسيمات المحدَّ

د: 1.2  الفكرة الأساسية لأسلوب العنصر المحدَّ

أفتر  أدَّه يُراد إيجاد توزيع درجة الحنرارة للحالنة المسنتقرة فن  لوحنة. الفكنرة الأساسنية  

 (.elements( وعداصر )nodesللوحة إل  عقد )إ  تقسيم الشكك ال ددس  

د  من بعد يتم إفترا  أنَّ مجنال درجنة الحنرارة يتفناوت بصنيىة بسنيطة خنلال أي عدصنر محندَّ

د الحدود الثدائ  لاستبمال مجال ال  تىير(. يقود م)عادة يتم استخدام التفاوت الخط   أو متعد ِّ
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 إجراء التقسيم إاا لداام معادلات جبرية خطية يمكن حل ا بس ولة على حاسوت ر م .

 (Review of Matrix Algebraفحص جبر المصفوفات:  ) 1.3

 من الأعداد، حيذ: n  ×mيتم تعريف المصفوفة كصفوف وأعمدة 

 m .عدد الصفوف = 

 n .عدد الأعمدة = 

 ، حيذ:ijAيُرمز لعدصر من المصفوفة كنن 

 i  .صف = 

 j  .عمود = 

ijA   إو العدصر أو العدد الاي يحتك الصفi  والعمودj. 



















mnmm

n

n

AAA

AAA

AAA









21

22221

11211

 

 m = 1. إاا كنان m = n ( إاا كنان Square Matrixتُسنم  المصنفوفة مصنفوفة مرنعنة )

اا كادننت  تُسننم  المصننفوفة مصننفوفة عمننود أو n = 1 تُسننم  المصننفوفة مصننفوفة صننف، وا 

 .متجه

 (Notationترميز:        )

A.)مصفوفة )حروف كبيرة : 

a .)متجه )حروف صىيرة : 

C تحته خط(.:  ياس  )ليس 

 ( Multiplication of a scalarالضرب بواسطة مقدار قياسي: )
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ACإاا كان    بالتال ،ijij AC . 

 (Transpose of a matrixتحوير المصفوفة: )

 يتم الحصول على تحوير المصفوفة بتبادل الصفوف والأعمدة.

 مثال: 

32

213

012











A 

23

20

11

32



















TA 

Tإاا كان 
AA  بالتال  فإن ،A ( يقال عد ا مصنفوفة متماثلنةsymmetric.)  فقنط تبنون

 المصفوفات المرنعة متماثلة.

 (matrix additionجمع المصفوفات: )

BACإاا كان   بالتال  فإن ،ij+ B ij= A ijC. 

جميع نا  .i.eجميع نا بندفس الرتبنة  C,A,Bلمصنفوفة عالينه عدندما يكنون يتم تعريف جمنع ا

 ل ا دفس عدد الصفوف والأعمدة.

nm

B

nm

A

nm

C








 

 (vector scalar productحاصل ضرب المتجه القياسي:      )

 α ياسياً مقداراً  يكون  a ،bحاصك ضرت متج ين 





m

i

ii

TT
baabbaba

1

. 

 ثال:م



4 

 





































2

0

4

,

1

2

3

ba 

  142012

2

0

4

123 

















ba
T 

 (matrix multiplicationضرب المصفوفة:  )

اجعك 
nq

B

qm

A

nm

C








 

بالتال ، 



q

k

kjikij BAC
1

 

مسناو  لعندد الصنفوف  A فن  يتم تعريف حاصك ضرت المصفوفة عددما يكنون عندد الأعمندة

 .Bف  

 مثال:































54

13

02

,
111

011
BA 













































43

11

54

13

02

111

011
AB 

 .i.eعموماً، يكون ضرت المصفوفة  ير  ابك للتبديك 

BAAB  

  :  .)TA TB=  T)AB وض ِّ  أنَّ

 (unit or identity matrixمصفوفة الوحدة:     )

 يتم تعريف ا كنننننننننننن Iالوحدة  لمصفوفة ijδالمكودات 
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







jiif

jiif
ij

1

0
 

ijδ ( تُسم  بدلتا كروديكرkronecker delta.) 



















100

010

001

I 

AAIIA  

دة المصفوفة:  )  (determinant of a matrixمحدِّ

دة مصفوفة   مصفوفة مرنعة(. Aبون )يجت أن ت  det(Aكنن ) Aيتم ترميز محدَّ

  



n

j

ijijCAA
1

det 

 .ijA( لننننن cofactor) إو العامك المرافا ijCحيذ 

 (Inverse of a matrixمعكوس المصفوفة:   )

يدننت    A-1ومعكوسنن ا  Aيننتم تعريننف معكننوس مصننفوفة بحيننذ أنَّ حاصننك ضننرت مصننفوفة 

 مصفوفة وحدة.

A 1-A= I =  1-A A 
فقننط يكننون إدالننك معكوسنناً للمصننفوفة المرنعننة. معكوسننة المصننفوفات الصننىيرة )كمثننال حتننى 

 تحديده بالصيىة التالية، ( يمكن3×3رتبة 

 A

C
A

T

det

1


 

 .A لن إو تحوير مصفوفة العامك المرافا TCحيذ 

 ( Linear Algebraic Equationالمعادلات الجبرية الخطية: )
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إ  دام لمعادلات تا ر في ا القيم الىير معلومة خطياً ولا يكنون إدالنك عوامنك تفاضنلية أو 

 تباملية.

 مثال:

223 321  xxx 

1242 321  xxx 

34 32  xx 

 المعادلات الثلاذ عاليه يمكن كتابت ا كمصفوفة كالآت :























































3

1

2

140

242

231

3

2

1

x

x

x

 

bxA  

 مثال:

bxAأوجد الحك للداام  . 

 الحل:

 A-1أضرت مسبقاً بنننن 

bAxAA
11 

 

bAxI
1

 

bAx
1

 

 (Quadratic formsالصيغ التربيعية:          )
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(، بالتنال  فنإنَّ المقندار Aمتجنه )بندفس عندد الصنفوف كنننن  xمصنفوفة مرنعنة و  Aإاا كادت 

 ،القياس  الدات  

1111 






n

x

nn

A

n

xT

 

 تبون: Aلمصفوفة يسم  بالصيىة الترنيعية. يُقال أنَّ ا

دة ايجابياً إاا كادت  /1 0x يم  لبك α > 0محدَّ . 

دة ايجابياً إاا كادت  /2 0xلبك  يم  0شبه محدَّ . 

دة ايجابياً ) Aإاا كادت  (، بالتال  فإنَّ ل ا معكوساً، وpositive definiteمحدَّ  0Adet  

 (Differentiation and Integration of Matricesتفاضل وتكامل المصفوفات: )

إنن  مصننفوفة  A. تبامننك المصننفوفة xإنن  دوال للمتىيننر  Aافتننر  أنَّ مكودننات مصننفوفة 

علننى ادفننراد.  Aوالتنن  يننتم الحصننول علننى مكودات ننا بتبامننك أي مكودننة لنننن  Aبنندفس الرتبننة كنننن 

علنى  الحصنول والتن  ينتم Aإ  مصفوفة بدفس الرتبة كننن  A مشتقة المصفوفة فإنَّ  ،وبالمثك

 .Aأي مكودة لنن  بتفاضكمكودات ا 

 مثال:



















xxx

xx

xx

A

2

3

02

3

32 



















231

320

102

2

2

x

xx
dx

Ad 
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

























































 000

06

000

2

3

02

3
2

1

1

1

1

3

1

1

1

1

3

1

1

2

1

1

1

1

1

1

1

1
1

1

xdxdxxdxx

dxxdxxdx

xdxdxxdx

dxA 

د:  1.4  خطوات أسلوب العنصر المحدَّ

(Procedure of Finite Element Method) 

 (Discretization. التقسيم:    )1

دة. إناه العداصنر  ند تبنون اات بعند واحند أو  يُقصد به تقسنيم دطناا الحنك إلن  عداصنر محندَّ

((. تُسننم  الدقننات التنن  تحنند 1.1بعنندين أو ثلاثننة اعتمنناداً علننى المسننألة التنن  بأيننديدا )شننكك )

 الدراسة بعدصر او بعد واحد. (. سيتم التعامك ف  إاهnodesصر بالعقد )العد

 
 (1.1شكل )
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 (Element Equation. معادلة العنصر:      )2

ينننتم تبنننوين معنننادلات لافتنننرا  شنننكك الحنننك لبنننك عدصنننر علنننى حنننده. إننناا الإجنننراء ينننتم علنننى 

 مرحلتين إما:

 اختيار دالة تقريبية ل ا معاملات مج ولة القيم. /1

 ك لعدصر واحد.تحديد  يم ل اه المعاملات لإيجاد الح /2

(. مننثلًا لعدصننر او بعنند polynomials( يننتم اختيننار دوال متعننددة الحنندود )1فنن  المرحلننة )

 واحد تبون الدالة من الرتبة الأول  )معادلة خط مستقيم( أي أن:

      (1                               )  xaaxu 10  

إنننن  المتىيننننر  xعنننناملات مج ولننننة القننننيم، إنننن  م 1aو 0aإنننن  المتىيننننر التننننابع،  u(x)حيننننذ 

 ( لطرف  العدصر كالآت :1(، تبتت المعادلة )1.2المستقك. بالإشارة للشكك )

    (2                              )








2102

1101

xaau

xaau  

حيذ  11 xuu   ، و 22 xuu . 

 كما يل : 1aو 0a( لتحديد 2يمكن حك المعادلة )

     (3                                )



















12

12
1

12

1221
0

xx

uu
a

xx

xuxu
a

 

 (،1( ف  المعادلة )3بتعوي  المعادلة )

    (4                                 )2211 uNuNu  

 أو ف  شكك مصفوفة،
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      (5                              )  









2

1

21
u

u
NNu  

 إما:و ( sshape functionتسميان بدوال الشكك ) 2Nو 1Nحيذ 

      (6                             )



















12

1
2

12

2
1

xx

xx
N

xx

xx
N

 

 
 (1.2شكل )

 ،1x = x(، عددما 6من المعادلة )

= 1  1N 

= 0 2N 
 ،2x = xوعددما 

= 0  1N 

= 1 2N 
 ف  صورة دالة متعدد الحدود، 2Nو 1Nأيضاً يمكن وضع 

      (7                                   )xbaN iii  

 تعتمدان على رتبة العدصر وشروطه الحدية. مثلًا للعدصر الأول: ibو ia يم 

                                       0, 12  xLx 

,1:1عددما  1
1

1  iab
L 

,2:0عددما  2
1

2  iab
L
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 1x – 2L = xإو طول العدصر ويُعط  بالعلا ة:  Lحيذ 

 (،7بالتعوي  ف  المعادلة )

       (8                                  )












L

x
N

L

x
N

2

1 1
 

 ibو ia( أددنناه يبننين  ننيم 1.1ب نناه الطريقننة يمكننن إيجنناد دالننة الشننكك لأي عدصننر. الجنندول )

 ن متساوية الطول.للرنع عداصر الأول  عددما تبو 

 (1.1جدول رقم )

 1a 2a 1b 2b العنصر

1 1 0 -1/L 1/L 

2 2 1- -1/L 1/L 

3 3 2- -1/L 1/L 

4 4 3- -1/L 1/L 

 

 الثوابت إ : ( أعلاه أنَّ القيم العمومية ل اه1.1ول )يلاحظ من الجد

       (9                                     )




















L

L

b

b

na

na

1
2

1
1

2

1

1 

 إ  رتبة العدصر. nحيذ 

 (، 7( ف  المعادلة )9بتعوي  المعادلة )

           (7                               )xbaN iii    
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          (10                                  )
  








L
x

L
x

nN

nN

12

1 

 (،10بتفاضك المعادلة )

         (11                  )                         












L

L

dx

dN
dx

dN

12

11

 

صننر الداتجننة تتبننون مننن مجموعننة معننادلات جبريننة خطيننة يمكننن وضننع ا علننى امعننادلات العد

 إيئة معادلة مصفوفة كالآت :

         (12                                           )    muk  

إننن   [u](، و element stiffness matrixعدصنننر )إننن  مصنننفوفة كنننزازة ال [k]حينننذ 

إنن  مصننفوفة البتلننة للعدصننر  [m]مصننفوفة مننن عمننود واحنند ب ننا البميننات المننراد تحدينندإا و 

(element mass matrix.وإ  أيضاً من عمود واحد ) 

 (Assembly. التجميع:      )3

ويراعنن  فيننه مبنندأ إنن  عمليننة لننرنط معننادلات العداصننر لتحدينند السننلوك الموحنند للداننام ككننك، 

عدصنر إن  بداينة عدصنر جديند. تُعنرف إحنداثيات عقند كنك عدصنر الاسنتمرار، أي أنَّ د اينة 

( و إحداثيات عقد الداام بالبامك Local co-ordinatesعلى حدة بالإحداثيات الموضعية )

( أددننننناه يوضننننن  إننننناتين 1.3( الشنننننكك )Global co-ordinatesبالإحنننننداثيات البودينننننة )

 .التسميتين

 عد عملية التجميع يتم الحصول على معادلة المصفوفة البودية كما يل :ب

          (13                            )[k] [u'] = [M] 
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إننن  مصنننفوفة منننن عمنننود واحننند ب نننا البمينننات المنننراد  ['u]إننن  مصنننفوفة البنننزازة،  [k]حينننذ 

 ن عمود واحد.إ  مصفوفة البتلة للداام وإ  أيضاً م [M]و  تحديدإا للداام كله

 
 (, التسميتان الموضعية والكونية للعناصر1.3شكل )

 (Boundary Conditions. الشروط الحدودية:        )4

يجت تعديل ا لتستوعت الشروت الحدودية لدطناا الحنك. إناه الشنروت ( 13 بك حك المعادلة )

خيننر. إنناه التعننديلات ك  ننيم الحننك فنن  بدايننة العدصننر الأول ود ايننة العدصننر الأمثَّننالحدوديننة تُ 

 تقود للمعادلة:

        (14                             )    Muk ' 

بعندة طنرا، مد نا تفكينك  ['u]( لإيجاد  يم المجاإيك فن  المصنفوفة 14. يتم حك المعادلة )5

 ة عدننندما يكنننون عنننددقنننمعادلنننة المصنننفوفة إلننن  معنننادلات آدينننة ثنننم حل نننا. تسنننتخدم إننناه الطري

أن يكننون عنندد العداصننر كبيننراً، فلابنند مننن (. أمننا فنن  حالننة مننثلاً  5العداصننر بسننيطاً )أ ننك مننن 

اسنتخدام الحاسننوت فن  الحننك. يسنتخدم الحاسننوت لإيجنناد مقلنوت مصننفوفة البنزازة وضننرنه فنن  

:  معادلة البتلة. أي أنَّ

        (15                             )     Mku
1

'


 
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 ل الثانيالفص

دة  حل مسائل تحليل الإجهادات باستخدام أسلوب العناصر المحدَّ

(Solution of Stress Analysis Problems Using Finite 

Elements Method)  
 يمكن تلخيص خطوات الحك ف  خمس خطوات أساسية:

 تعريف شبكة العناصر المحددة:  2.1

(Definition of the finite element mesh ) 

ماداً على المسألة الت  بأيديدا، سيكون من المداست تمييزإا كخط أو اات بعدين أو ثلاذ اعت

 أبعاد.

 (Selection of the displacement modelاختيار نموذج الإزاحة: ) 2.2

 يجت أن تقابك الدالة الت  يتم اختيارإا لوصف دموا  الإزاحة لعدصر ما أحكاماً معيدة:

 .(Number of terms in the seriesلعداصر ف  المتسلسلة: )أ/ عدد الاصطلاحات أو ا

يساوي العدد البل   لسلة الت  يتم اختيارإا يجت أنعدد الاصطلاحات أو العداصر ف  المتس

(، rotation(، النننندوران )nodal displacementالإزاحننننة العقديننننة ) .i.eلدرجننننة الحريننننة )

 ((.strainالادفعال )

 ((Compatibilityالادسجام:   ت/ 

الدالة التقريبية وبعن  مشنتقات ا التفاضنلية يجنت أن تبنون متصنلة خنلال العدصنر ويجنت أن 

 .يكون إدالك ادسجام بين العداصر المتجاورة
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( إو دموا  الإزاحة البسيط )ليس به ادفعال( يليه ف  البساطة rigid bodyالجسم الجاسئ )

تم اختيارإنا يجننت أن تبنون  ننادرة علنى تمثيننك دمنوا  ثابنت الادفعننال، وعلينه فننإنَّ الدالنة التنن  ين

 إاين الشرطين.

( واصنننطلاحات constantsالقننندرة يجنننت أن يبننندأ بثوابنننت ) إننناا يتضنننمن أنَّ تمثينننك متسلسنننلة

 (.linear termsخطية )

 صياغة معادلة الكزازة المتقطعة:  2.3

(Formulating the discrete stiffness equation) 

فننإنَّ توزيننع الادفعننال خننلال العدصننر الفننردي وتبعنناً  Qالمفتننر   دمننوا  الإزاحننةعلننى أسنناس 

 لالك طا ة الوضع البلية للتقريت المتقطع يمكن تحديدإا من،

 (a                     )   eeUUV 

 .= طا ة الادفعال البلية Vحيذ، 

       U .طا ة الادفعال للعدصر = 

        =.طا ة الادفعال للحمال المسلطة 

 (b                        ) n321 a,,a,a,avV  

n321حيذ  a,,a,a,a  .إ  إحداثيات الإزاحة 

 للاتزان فإنَّ الك يقود لمعادلة البزازة التالية، dv = 0بوضع الشرت 

 (c                                      )    Qak  
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 (Solution of the stiffness equationsحل معادلات الكزازة:  ) 2.4

تبنننون متماثلنننة و البننناً  [k]( بالطريقنننة المعيارينننة للمصنننفوفات الجبرينننة. cينننتم حنننك المعادلنننة )

 العديد من عداصرإا يساوي صفر.

 (Symmetric matrixالمصفوفة المتماثلة:   )

 A TA =إاا كادت ( تُسم  متماثلة n×nمصفوفة )

 كمثال،









































723

221

315

723

221

315

A؛AAT 

جهاد العنصر:    2.5  تحديد انفعال وا 

(Determining the element strain and stress) 

عددما يتم تحديد دموا  الإزاحنة فإدَّنه منن السن ولة بمكنان حسنات ادفعنال العدصنر منن دمنوا  

الحصول على الإج ادات عددإا بواسطة  الإزاحة بإستخدام علا ة الإزاحة / الادفعال. ويمكن

 (.Hook's law ادون إوك )

 (:1مثال ) 2.6

داصيا ة إزاحة العد  لقضيت معرَّ  لحمك شد: ةصر المحدَّ

(Displacement finite element formulation for bar extension) 

 أدداه. (2.4 ضيباً مسلوباً أحادي محور الحمك كما موض  ف  الشكك )اعتبر 
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 (2.4شكل )

دة:  الخطوة الأول  إ  تعريف شبكة العداصر المحدَّ

( أددناه. 2.5ف  إاه الحالة فإنَّ التقسنيم إنو ترتينت خطن  للعداصنر كمنا موضن  فن  الشنكك )

دعننرف مننن ميكاديكننا المننواد أن التشننوه )تىيننر الشننكك( باعتبننار أن المسننلوت  اسنن  يعتمنند علننى 

 للمقطع العرض . u(x)الإزاحة المحورية 

 

 
 (2.5شكل )

، 2و 1( كننننن External nodesم مواضنننع العقننند الخارجينننة )عل ِّنننودُ  eدأخنننا عدصنننراً دمواجيننناً 

 ( أدداه.2.6كما إو واض  ف  الشكك ) xوالإحداث  الموضع  للعدصر 
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 (2.6شكل )

( يننتم تحديننده بالإزاحننة العقديننة deformationوعلننى المقينناس الموضننع ، فننإن تىيننر الشننكك )

e( ent nodal displacementelemللعدصر )

1

e

2 uوu. 

الخطوة التالية إن  اختينار دمنوا  إزاحنة للعدصنر. منن دراسنتدا لميكاديكنا المنواد فإددنا دعلنم أنَّ 

(. non-linear fashionالادفعنال يتفناوت علنى طنول القضنيت المسنلوت بعلا نة لا خطينة )

 يمكن كتابت ا كالآت : uوعليه فإنَّ دالة 

 (1             )       axf
a

a
xxaaxu e 










1

0

10 1 

 ( كالآت :1يمكن كتابة المعادلة ) x = Lو x = 0( عاليه ونوضع 2.6بالرجوع للشكك )

 (2                                 )

























1

0

2

1

1

01

a

a

Lu

u
e

e

 

 ويمكن تبسيط ا كالآت ،

 (3                              )               aAu
e
 

 موضع القادون، aبجعك 

                            e
uAa

1
 

 (،1بالتعوي  ف  المعادلة )
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(4                                 )     ee uAxfxu
1

)(


 

 ف  إاه الحالة، 

                                                 













LL

A
11

1 01 

 (،4من المعادلة )

                               



















e

e

LL

e

u

u
xxu

2

1

11

01
1 

 يمكن القول أنَ،

(5              ) 

























e

e

e

u

u

L

x

L

x
xu

2

11 

(6              )      









e

2

e

1
21

e

u

u
xNxNxu;   أو 

 الادفعال وطا ة الادفعال للعدصر:الخطوة الثالثة إ  الحصول على 

(7                    )    uBu
dx

dN

dx

du e
e

الادفعال ، 

 ف  إاه الحالة،

 (8)                             

















e

e

u

u

LL
2

111
الادفعال ، 

 (،Hook's Lawمن  ادون إوك، )

                                                         E 

 ابة صورت ا العامة الآت ،حيذ يمكن كت

(9                                       )     E 

بما أنَّ 
A

F
    ،

x

L




  
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                                         LFU 
2

1
طا ة الادفعال ، 

                dxAEdxA 2

2

1

2

1
  

 يمكن كتابة طا ة الادفعال المختزدة ف  العدصر كالآت :

                                   dVEU e 2

2
1  

(10              )   dVE  '
2
1

 

 (،10( و )7من المعادلتين )

                            dVuBEuBU eete '
2
1

 

(11      )        etee udVBEBuU 



2
1 

جراء التبامك دحصك على،  بتقييم حاصك ضرت المصفوفة وا 

(12            )                     eeee ukuU



2
1 

(13                           )       dVBEBk
te 

( وإننن  مصنننفوفة element stiffness matrix= مصنننفوفة كنننزازة العدصنننر ) e[k]حينننذ 

 (،2×2بالرتبة ) متماثلة

 (14                                      ) euUطا ة الادفعال البلية ، 

 (15                          )    

 
 

  

























n

e

u

u

u

uu


2

1

 ، إجعك ~

 وأيضاً إجعك،
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 (16 )                      
 

 

  



















n
k

k

k

K





2

1

0

0

~ 

 (،12( والمعادلة )15ا كالآت  من المعادلة )( يمكن كتابت 14المعادلة )

 (17                              )    uKuU
t ~~~

2
1 

 إ  ليست مطلقاً مستقلة.e{u}والآن عداصر 

 

2

2

1

1

2 uuu  

3

3

1

2

2 uuu  

            ⁞ 
etc.           

 عليه يمكن كتابت ا كالآت ،

 (18      )           
 
 

 

 
 

  









































































n
nn u

u

u

C

C

C

u

u

u



2

1

2

1

2

1

 

 (19                          )    ucu ~  أو 

 (،17بالتعوي  ف  المعادلة )

 (20          )       uCkCuU
tt ~

2
1 

 (21                   )    ukuU
t

2
1   أو 

                                      CkCk
t ~

حيذ ، 

 والآن، طا ة الادفعال للحمال المطبقة يمكن الحصول علي ا من:
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 (22            )  11  npupu 

 عموماً يمكن كتابت ا كالآت :

 (23                     )   Xu
t

 

 (External applied forcesة خارجياً )= القوي المسلطَّ  Xحيذ 

 ةللعدصر + طا ة الادفعال للحمال المسلطَّ طا ة الادفعال البلية = طا ة الادفعال 

 (24                )        xuukuV
tt


2
1 

 ، عليه،δV = 0للاتزان، 

(25                        )        0 xuku
t

 

(26                                     )    xuk  

 إاه إ  معادلة الاتزان المطلوبة للجسم التقريب  المجمع.

 (:2مثال ) 2.7

نن  2.7)لعدصنر  ضنيت مسننلوت مسنلَّط عليننه حمنك محننوري فقنط كمننا فن  الشننكك  ( أددناه، وض ِّ

 مصفوفة كزازة العدصر تعط  بالعلا ة التالية: نَّ أ

  













11

11

L

EA
k

e 

 = معاير يودا للمرودة. Eحيذ 

    A = .مساحة المقطع العرض  للعدصر 

     L .طول العدصر = 

 أحست متوسط الادفعال والإج اد للقضيت.، أيضاً 



23 

 

 

 
 (2.7شكك )

 الحل:

م القضيت إل  عدصرين،   س ِّ

 افتر  أنَّ دالة الإزاحة إ ،

                                 xaaxue

10   

(1                )   









1

0
1

a

a
xxu e أو  ، 

 ،x = L و  x = 0عددما 

                            

























1

0

2

1

1

01

a

a

Lu

u
e

e

  

                         




























e

e

u

u

La

a

2

1

1

1

0

1

 أو  01

(2              )



















e

e

LL u

u

2

1

11

01 

 (،1( ف  المعادلة )2عو ِّ  عن المعادلة )
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                     



















e

e

LL

e

u

u
xxu

2

1

11

01
1 

                

























e

e

u

u

L

x

L

x

2

11 

 (3     )      









e

e

e

u

u
xNxNxu

2

1

 أو   21

                      
 e

e

u
dx

dN

dx

xdu
الادفعال ، 

  (4 )  e
uB                           

                                    

















e

e

u

u

LL
2

111
 

 من  ادون إوك،

                                                E 

 والآن، طا ة الادفعال المختزدة ف  العدصر يمكن إعطاؤإا كالآت :

                                       dVEU

L

e 2

2
1

0

 

(5                      )    dvE
t

 2
1 

 ( ،5( و )4من المعادلتين )

                              dVuBEuBU
eete

t

 2
1 

(6    )             ettee udVBEBuU 
2
1 

 التبامك دحصك على،بإجراء 

(7                        )     eetee ukuU
2
1 

 إ  مصفوفة كزازة العدصر، e[k]حيذ 
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  ، بوضع

(8                       )      
L

te
dVBEBk

0

 

  dxAE
LL

L

L

L 11

0

1

1









  

  dxA
L

E
L

 









0

2
11

1

1 

dx
L

EA
L

 













0

2 11

11 

                            Lx
L

EA
02 11

11












 

(9                          )













11

11

L

EA 

 (:1اعتبر العدصر )

 

                                













11

11
11

L

EA
k 

 ، حيذ،1A( = 1مساحة المقطع العرض  للعدصر )

                    000
4

5

2

3

2

1
AAA 








 

(10              )  













11

11

4

5 01

L

EA
k 

 (:2اعتبر العدصر )
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  













11

11
22

L

EA
k 

0002
4

7
2

2

3

2

1
AAAA 








 

(11                        )  













11

11

4

7 02

L

EA
k 

                  uCu ~ 

 ( كالآت :2( و)1للعداصر ) المحورية عليه، يمكن كتابة مصفوفة الإزاحة

(12                        )







































































3

2

1

2

2

2

1

1

2

1

1

100

010

010

001

u

u

u

u

u

u

u

 

                                              uCu ~   أو 

 (،11)( و 10) لتيندمن المعا

                              




























7700

7700

0055

0055

4

~
0

L

EA
k 

 ولبن مصفوفة البزازة للقضيت كله يمكن إعطاؤإا كالآت :

                                            CkCk
t ~

 
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





























































100

010

010

001

7700

7700

0055

0055

4
1000

0110

0001
0

L

EA 





































































770

7125

055

4

100

010

010

001

7700

7755

0055

4

00

L

EA

L

EA 

    (13 )                   

























770

7125

055

4

0

L

EA
                                                   

من معادلة الاتزان،               Xuk ، 

(14                                  )























































3

2

1

3

2

1

0

770

7125

055

4
X

X

X

u

u

u

L

EA 

 (،14بتطبيا الشروت الحدودية ف  المعادلة )

3= X 3= 0,  X 2,  X1= X 1X 

                                    







































3

1

32

321

21

0 0

77

7125

55

4
X

X

uu

uuu

uu

L

EA 

 (15                                              )  121
0

4

5
Xuu

L

EA
 

 (16                                 )  07125
4

321
0  uuu

L

EA 

 (17)                                            332
0

4

7
Xuu

L

EA
 

 (،16من المعادلة )

07125 321  uuu 

213 1257 uuu  
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               12
12

3
7

5

7

12

7

512
uu

uu
u 


 

 (،17ف  المعادلة ) 3uبالتعوي  عن  يمة 

                                   
3122

0

7

5

7

12

4

7
Xuuu

L

EA









 

                                            
312

0

7

5

7

5

4

7
Xuu

L

EA









 

                                                    321
0

4

7

7

5
Xuu

L

EA
 

                                                     321
0

4

5
Xuu

L

EA


 

31 وتان متساويتان ف  المقدار ومتضادتان ف  الاتجاه،  XX  

 لاج ادات:لإيجاد الادفعالات وا

 (:1اعتبر العدصر )

L

uu

L

u

L

u

u

u

LL

1221

2

11 11 

















( 1، الادفعال ف  العدصر) 

 (،15من المعادلة )

)(
4

5
12

0
1 uu

L

EA
X 


 

                                     
0

112

5

4

EA

X

L

uu



 

                             
0

3

0

1)1(

5

4

5

4

EA

X

EA

X
 

       
0

3

0

1

0
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5

4

5

4

5

4

A

X

A

X

EA

X
EE 


  ،(1ف  العدصر ) الإج اد 

 3X-=  1Xبما أنَّ 

 (:2اعتبر العدصر )
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 الفصل الثالث

دة في إنتقال الحرارةتطبيق ط  ريقة العناصر المحدَّ

Application of Finite Element Method in Heat 

Transfer)) 

 :)الكارتيزية( المعادلة العامة للتوصيل للإحداثيات المستطيلة 3.1

(General Conduction Equation of Cartesian Co-ordinates  ) 

او ثنلاذ أبعناد تتولند فينه حنرارة داخلينة مدتامنة يمكن اشتقاا المعادلة العامنة لجسنم مصنمت 

. إرجنع للشنكك الحنرارة بالدسنبة للنزمن لجزيئات المادة، وتتىير فينه درجنةدتيجة للتسخين الاري 

 .( أدداه3.1)

 
 (3.1شكل )

 ( Fourier's Law of conductionمن  ادون فورير للتوصيك:       )
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لال معندن مصنمت متجنادس مفنرد يتداسنت طرديناً يقول  ادون فورير: معندَّل سنريان الحنرارة خن

مننع مسنناحة المقطننع المتعامنند مننع إتجنناه السننريان ومننع التىيننر فنن  درجننة الحننرارة بالدسننبة لطننول 

ممر السريان 
dx

dt.)إاا  ادون تجريب  مؤسس على المشاإدة( . 

dx

dt
AQ  

dx

dt
kAQ  إتجاه ، السريان ف  x  

kAdtdxQ  

          
2

10

t

t

x

kadtQdx 

 12 ttkAQx  

                 2112 tt
x

kA
tt

x

kA
Q 


 

                            
x

t
kAQx




 

                               
x

t
dzdyk




 

                                     
y

t
kAQy




 

                              
y

t
dzdxk




 

                                   
z

t
kAQz




 

                           
z

t
dydxk




 

 ،xالحرارة ف  إتجاه التىير ف  سريان 

        dzdydx
x

t
kdx

x

Q
QQ xx 2

2

'








 



32 

 

 ، z,yدفس الشئ بالدسبة لاتجاه 

       dzdydx
y

t
kdy

y

Q
QQ yy 2

2

'








 

       dzdydx
z

t
kdz

z

Q
QQ zz 2

2

'








 

 (rate of heat generationمعدَّل توليد الحرارة:        )

                              dzdydxqQ gg  

 يد الحرارة لبك وحدة حجم.إو معدَّل تول gqحيذ 

 معدَّل زيادة طا ة العدصر:

 معدَّل تىير الحرارة بالدسبة للزمن× الحرارة الدوعية × معدَّل زيادة طا ة العدصر = البتلة 

                  





t
Cdzdydx معدَّل زيادة طا ة العدصر 

 موازدة الطا ة للعدصر تُعط  بالمعادلة التالية:

 التىير ف  سريان الحرارة –ل زيادة طا ة العدصر = معدَّل توليد الحرارة معدَّ 

          





t
dzdydxCQQQQQQdzdydxq zzyyxxg ''' 

  





















 dzdydx

z

t
kdzdydx

y

t
kdzdydx

x

t
kdzdydxqg 2

2

2

2

2

2

 

                                                                                              





t
dzdydxC 

 دحصك على، dx dy dz %طرف  المعادلة  بقسمة

                                    


t
C
























2

2

2

2

2

2

z

t
k

y

t
k

x

t
kqg 

 ،kبقسمة طرف  المعادلة % 

                                

















 t

k

C

k

q

z

t

y

t

x

t g 
2

2

2

2

2
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ولبن 
C

k


 (thermal diffusivity)الادتشارية الحرارية( ) 

 .Cوالسعة الحرارية  kالادتشارية الحرارية إ  الدسبة بين الموصلية الحرارية 

صنننىيرة ففننن  الحالنننة Cكبينننرة أو  يمنننة  kكبينننرة ف ننناا يعدننن  إمنننا أنَّ  يمنننة  αإاا كادنننت  يمنننة 

امتصناص الحنرارة بواسنطة  ادتقنال حنراري سنريع وفن  الحالنة الثادينة يكنون  الأول  يكون إدالك

 الجسم صىير.

معادلة ثلاثية البعد  ير مستقرة: 
 
















 t

k

q

z

t

y

t

x

t g 1
2

2

2

2

2

2

 

0معادلة ثلاثية البعد مستقرة:           
2

2

2

2

2

2
















k

q

z

t

y

t

x

t g 

 المعادلة العامة للتوصيل للإحداثيات الأسطوانية )القطبية(: 3.2

((General Conduction Equation for Polar Co-ordinates 

، حيننذ درجننة rعدنند أي دصننف  طننر  drاعتبننر سننريان الحننرارة خننلال عدصننر صننىير سننمكه 

 .k. أجعك الموصلية الحرارية للمادة tالحرارة إ  

 لوحدة طول ف  الاتجاه المحوري  يمكن كتابة معادلة موازدة الطا ة كالآت :

 
 معادلة موازدة طا ة العدصر،
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












t
drrcdr

r

Q
drrqg 2.2 

                


























t
drrcdr

r

t
rk

r
drrqg 2.22 

 ،dr2÷ بقسمة طرف  المعادلة 

                                       

























t
cr

t

t
kr

r
rqg

 

                             


























t
cr

r

t
k

r

t
krrqg 2

2

 

 kr÷ بقسمة البسط والمقام 

                                    
 














t

k

q

r

t

rr

t g 11
2

2

 

معرفنننة توزينننع درجنننة الحنننرارة خنننلال جسنننم معنننين اات أإمينننة كبينننرة فننن  البثينننر منننن المسنننائك 

منننن  ال ددسنننية. إننناه المعلومنننة سنننتبون مفيننندة فننن  حسنننات الحنننرارة المكتسنننبة والحنننرارة المفقنننودة

(، الآلات Turbines(، التورنيدننننات )Boilersالجسنننم. وإنننن  مفينننندة فنننن  تصننننميم الىلايننننات )

 (.Casting and moulding dies(، و والت السبابة والصت )Jet Enginesالدفاثة )

الأساسنية لادتقنال الحننرارة، موازدنة الطا نة ومعندَّل ادتقننال الحنرارة ينتم تلخيصن ا فيمننا المعنادلات 

 يل :

 (1                              )0

.

000

eioutgin EEEE   

0حيذ 

inE .)سريان الطا ة إل  المداومة )الطا ة الداخلية = 

        
0

gE .الطا ة المتولدة ف  المداومة = 

  0

outE     =.)سريان الطا ة خار  المداومة )الطا ة الخارجية 

    0

e.iE  .التىير ف  الطا ة الداخلية = 
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ل انتقال الحرارة:  3.3  ((Rate Equationsمعادلات معدَّ

 إاه المعادلات تصف معدَّل سريان الطا ة:

(i( التوصيك )conduction(     )2                   )
x

t
kAq




 

(ii( الحمك )convection    )  (3               )  TThAq 

(iii(  الإشعاع )diationra(     )4          ) 44

 TTAq  

(iv ،الطا ة المتولدة ف  الجسم المصمت )0

gE 

(5 )                                               VqEg 0 

(v ،الطا ة المختزدة )0

sE 

 (6                    )                        
t

T
cvEs




 0 

 (Energy balance equation)معادلة موازنة الطاقة :  3.4

 معادلة موازدة الطا ة إ ،

+  dt= الطا نة الخارجنة فن  زمنن  dt+ الطا ة المتولدة ف  زمنن  dtالطا ة الداخلة ف  زمن 

  dtالتىير ف  الطا ة الداخلية ف  زمن 

 على ،ومد ا دحصك 

 (7                    )
 
















 T

k

q

z

T

y

T

x

T g 1
2

2

2

2

2

2

 

حيذ 
c

k


 . 

 وإ  معادلة تفاضلية ثلاثية البعد  ير مستقرة بتوليد حراري.
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 (Galerkin Approach)طريقة جاليركن:  3.5

دة باستخدام أسلوت جاليركن يمكن وصف ا بالخطوات التالية:  طريقة العداصر المحدَّ

(i)  م المداومة لعدد من العداصر المحددة  .pتمتلك عدد من العقد مقدارإا  E س ِّ

(ii)  افتننر  شننكك مداسننت مننن التفنناوت فنن  درجننة الحننرارةT  د فنن  كننك عدصننر محنندَّ

وعب ِّر عن  tzyxT e  كالآت : ,,,

                                              ee TzyxNtzyxT  ,,,,, 

 ن فإنَّ المتبق  الوزدى لمداومة العداصر يتم وضعه كصفر،ف  طريقة جاليرك

(1 )0






























































 dv

t

T
cq

z

T
k

zy

T
k

yx

T
k

xeV

ee

z

e

y

e

x  

 ويمكن كتابت ا كالآت :

(2                         )      0321  eeeeeee pTkTkTk 

 حيذ،

   (3                     )                dvBDBk
te

1 

(4                                )     dsNNhk
te

2 

(5                             )       dvNNck
te 3 

(6                                   )eeee pppp 321  

(7                                    )  dvNqp
te

 
1 

(8                                     )  dvNqp
te

2 

(9                                 )  dsNhTp
te

 3 
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 (One dimensional heat transferانتقال الحرارة أحادي البعد: )

 المعادلة التفاضلية كالآت :

 (12                                )0
2

2

 q
dx

Td
k  

 : مثال 3.6

 (straight uniform finزعدف مستقيم مدتام:  )

 
 خطوات الحل:

(iدة م القضيت إل  عدة عداصر محدَّ  (  س ِّ

((idealize the rod into several finite elements 
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(ii افتر  تفاوت درجة ) حرارة خط  ف  أي عدصرe، 

 (1                                )  xaaxT 21

e  

 يمكن تمثيل ما بدلالة درجة الحرارة العقدية كالآت : 2aو  1aالعداصر 

 (2                 )
eL

qq
aandqa 12

211 ,
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 

                                                   ee qxNxT  
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(iii(    :اشتقاا عداصر المصفوفات )Derivation of elements matrices) 

،  ولأن إاه المسألة أحادية البعد فإنَّ

[D] = [k]                                                           وصلية الحراريةالم 

                                               xNxNN 21 
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 
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R2pإو المحيط،  pحيذ   
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q0qف  إاه الحالة  ، 

 ،E = 1وعليه عددما 
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 ،Cº= 140 1Tبما أنَّ 
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 الفصل الرابع

 تحليل الجملونات

(Analysis of Trusses) 

 (Space Truss Elementالعنصر الفراغي للجملون:  ) 4.1

 ( أدداه:4.1الوصلة المسمارية الموضَّ  ف  الشكك )عدصر اعتبر 

 
 (4.1شكك )

1u ،2u  .تمث ِّننك درجننات الحريننة العقديننة فنن  الإحننداثيات الموضننعية للمداومننةz, Qy, QxQ 

 تمث ِّك الإزاحة البودية للمداومة.

 ،عليه
1121121121 zyx QnQmQLu  

2122122122 zyx QnQmQLu  

 حيذ،
xL cos12  

ym cos12  

zn cos12  
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    Cu
e
 

 حيذ،

  









121212

121212

000

000

nmL

nmL
C 

 (.transformation matrixوتُسم  بمصفوفة التحويك )

L

xx
L 12

12


 

L

yy
m 12

12


 

L

zz
n 12

12


 

 حيذ،

          212

2

12

2

12 zzyyxxL الطول ، 

 متجه الحمك يمكن الحصول عليه من:

     pCp
t

 

 مصفوفة البزازة إ ،

      CkCk
t

 

 مثال: 4.2

ن  فن  الشنكك أددناه الإج نادات الداخلينة التن  تدشنأ فن  الجملنون و أوجد الإزاحنة العقدينة  الموضَّ

. معناير يودنا للمرودنة 1000kgمقندارإا  4عددما يتم تطبيا  وة رأسية إل  أسفك عدد العقدة 

 ومساحة المقطع العرض  للجزاء الأرنعة كالآت : 2kg/cm610×2يعادل 

A1         A2     A3     A4 
21cm   21cm  22cm 2  2cm 
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ر م العدصر  العقدة البودية المقابلة لن L 2y 2x 1y 1xالطول  جيوت التمام
العقدة  12m 12L أو الجزء

 الموضعية 
2 

العقدة 
الموضعية 

1 
2

1 
2

1 250 50 50 0 0 3 1 1 

2

1- 2

1 250 0 100 50 50 2 3 2 

10

1 
10

3 1050 100 200 50 50 4 3 3 

2

1 
2

1 2100 100 200 0 100 4 2 4 

 ،L(، الطول 1العدصر ر م )

     212

2

12

2

12 zzyyxxL  

25022500500005050 222 L 

 (،2العدصر ر م )

  2505050 22 L 

 (،3العدصر ر م )

250102500000,2550150 22 L 

 (،4العدصر ر م )

21002000,10000,20100100 22 L 

 (Direction cosinesجيوب تمام الاتجاه:   )

 (،1)ر م العدصر 

2

1

250

5012
12 




L

xx
L 
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2

1

250

5012
12 




L

yy
m 

 (،2العدصر ر م )

2

1

250

50
L12  

2

1

250

50
12 m 

 (،3العدصر ر م )

10

3

1050

150
12 L 

10

1

1050

50
12 m 

 (،4العدصر ر م )

2

1

2100

100
12 L 

2

1

2100

100
12 m 

 ناصر الأربعة:تحديد مصفوفة الكزازة للع

 (،1العدصر ر م )

       CkCk
et


1 

  









1100

0011

2

1
C 

      





















10

10

01

01

t
C 



52 

 

  







































1100

0011

2

1

11

11

10

10

01

01

2

1

1

11

L

EA
k 









































1100

0011

2

1

11

11

250

2102

10

10

01

01

2

1 6

 





































1100

0011

11

11

11

11

1022 4 

(1          )cmkg /

1111

1111

1111

1111

1022 4



























 

 (،2العدصر ر م )

  


























11

11

250

2102

11

11 6

2

22

L

EA
k 

  













1100

0011

2

1
C 

 
























10

10

01

01

2

1t
C 

  















































1100

0011

2

1

11

11

250

2102

10

10

01

01

2

1 6
2

k 
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







































1100

0011

11

11

11

11

1022 4 

(2                 )cmkg /

1111

1111

1111

1111

1022 4



























 

 (،3العدصر ر م )

  







































11

11
10

5

102

11

11

1050

1102

11

11
4

6

3

3

L

EA
k

e 

   





























10

30

01

03

10

1
,

1300

0013

10

1 t
CC 

  








































1300

0013

10

1

11

11
10

5

102

10

30

01

03

10

1 43
k 

 





































1300

0013

11

33

11

33

10104 2 

(3                 )cmkg /

1313

3939

1313

3939

10104 2



























 

 (،4العدصر ر م )

  


























11

11

2100

1102

11

11 6

4

44

L

EA
k 















11

11
102 4 
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   





























10

10

01

01

2

1
,

1100

0011

2

1 t
CC 

  








































1100

0011

2

1

11

11
102

10

10

01

01

2

1 44
k 

(4                 )  cmkgk /

1111

1111

1111

1111

1024 24



























 

 (For compatibility)    نسجام بين العناصر المتجاورة:لل 

                                                                 QCu
e
 



















































































































































































4

4

3

3

2

2

1

1

2

4

2

4

1

4

1

4

2

3

2

3

1

3

1

3

2

2

2

2

1

2

1

2

2

1

2

1

1

1

1

1

10000000

01000000

00100000

00010000

10000000

01000000

00100000

00010000

00001000

00000100

00100000

00010000

00100000

00010000

00000010

00000001

Qy

Qx

Qy

Qx

Qy

Qx

Qy

Qx

yu

xu

yu

xu

yu

xu

yu

xu

yu

xu

yu

xu

yu

xu

yu

xu

 

 مصفوفة البزازة البلية يمكن إعطاؤإا كالآت :

                                                          CkCk
t ~

  
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 

 
 

 
  






















4

3

2

1

000

000

000

000

~

k

k

k

k

k 

 



























































































4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

510

1

510

3

510

1

510

3

510

3

510

9

510

3

510

9

510

1

510

3

510

1

510

3

510

3

510

9

510

3

510

9

00000000000

00000000000

00000000000

00000000000

000000000000

000000000000

000000000000

000000000000

0000000011110000

0000000011110000

0000000011110000

0000000011110000

0000000000001111

0000000000001111

0000000000001111

0000000000001111

~
k

 



































1000100000000001

0100010000000000

0010001000101000

0001000100010100

0000000010000000

0000000001000000

0000000000000010

0000000000000001

k 
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

























































































4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

510

1

510

3

510

1

510

3

510

3

510

9

510

3

510

9

510

1

510

3

510

1

510

3

510

3

510

9

510

3

510

9

000000000000

000000000000

000000000000

000000000000

000000000000

000000000000

000000000000

000000000000

0000000011110000

0000000011110000

0000000011110000

0000000011110000

0000000000001111

0000000000001111

0000000000001111

0000000000001111





























































10000000

01000000

00100000

00010000

10000000

01000000

00100000

00010000

00001000

00000100

00100000

00010000

00100000

00010000

00000010

00000001

 























































510

155.2

510

355.2

510

155.2

510

355.2

510

955.2

510

155.2

510

355.2

510

155.22

510

355.7

510

355.7

510

9520
4

0000

0000000

1111

001111

00011100

00011100

00110011

00110011

1022 
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 (For equilibriumللاتزان: )

                                                   Puk  


























































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 الفصل الخامس

دة  انحراف العارضات باستخدام طريقة العناصر المحدَّ

(Deflection of Beams Using Finite Element Method) 

 (Introduction)مقدمة :  5.1

راف العارضننات فننإنَّ تىيننر الشننكك يننتم تحديننده بمدحدنن  الادحننراف طبقنناً للداريننة ال ددسننية لادحنن

(deflection curve )v(x)  َّمسنننألة المنننأخوا عدننند خنننط مدتصنننف القضنننيت، وإكننناا فنننإن

دة العدصر تحتوي على عدصر خط .   ادحراف العارضات إ  أحادية البعد ومحدَّ

 عليه وللاستمرارية، ،v"(x)دعرف من ميكاديكا المواد أنَّ طا ة الادفعال تحتوي على 

          (1               )     axfxaxaxaaxv  3

3

2

210 

 وإكاا فإنَّ العدصر يجت أن يمتلك أرنعة درجات حرية.

فإددننا دعتبننر الإزاحننات العقديننة والميلادننات ككميننات متج ننة، كمننا فنن  الشننكك كمننا فنن  السننابا 

 ( أندداه.5.1)

 
 (5.1شكك )
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       (2      )              
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
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teالإزاحة العقدية ، 

 (،1ف  المعادلة ) x = Lو  x = 0عدد 

     (1                                              )     axfxv  
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    (4                                       )                aAu
e
 

                                                            e
uAa

1
 

 ( كالآت :1يمكن إعادة كتابة المعادلة )

                                                      ee uAxfxv
1

 

      (5                       )                       e
uxN 

 حقيقة،

       1
 AxfxN 

   1321
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 
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 ،C ةالمرافقالعوامك مصفوفة 

4

2

32

11

321

001

L

LL

LLLA  

0

320

1

000

2

32

12 

LL

LLA 

2

2

3

2

3

13 3
30

1
1

310

1

010

L
L

L

L

LLA  

L
L

L

L

LLA 2
20

1

210

1

010
2

2

14  

0

321

000

2

32

21 

LL

LLLA 

444

2

32

2

32

22 23
32

320

1

001

LLL
LL

LL

LL

LLA  

3333

2

3

2

3

23 223
31

1

310

1

001

LLLL
L

LL

L

LLA  

222

2

2

24 2
21

210

1

001

LLL
L

LL

L

LLA  

0

321

001

000

2

31 

LL

A 

0
32

00

320

000

001

2

2

32 
LL

LL

A 



62 

 

2

2

2

33 3
31

01

310

010

001

L
L

L

A  

L
L

L

A 2
21

01

210

010

001

34  

0001

000

32

41 

LLL

A 

0
00

1

1

000

001

32

32

42 
LL

LL

A 

3

3

3

43

01
1

1

010

001

L
LL

LL

A  

2

2

2

44

1

1

010

001

L
LL

L

LL

A  





























23

2

234

24

00

2300

20

230

LL

LL

LLL

LLL

C 
























22

3232

4

4

22

323

000

000

LLLL

LLLL

L

L

CAadj T 























 

2323

22

1

1212

1323
0010

0001

LLLL

LLLLA

adjA
A 

       1
 AxfxN 



63 

 

 
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 ،v"(x)لدخطو خطوة للمام فإددا دحتا  لإيجاد 

(7                                      )     e
uxNxv ""  

 طا ة الادفعال للادحراف تُعط  كالآت :

(8                                  )   dxxvEIU

L

e

 
0

2

2

1 

EIdxMU 2/2

 

2

2

dx

vd
EIM  

 ،EI = [D]بوضع 

         (9             )            e
L

ttee udxBDBuU 

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 
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 (for a uniform barمدتام الشكك:   )قضيت ل
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 ( عاليه كالآت :10يتم الحصول على المعادلة )
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 للعدصر الأول،
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 (،10بمتابعة بقية العداصر يمكن الحصول على المعادلة )

 طا ة الوضع للحمال الخارجية،

  (11          )          c

et
L

te PudxxPxNu 
0

 

يذ،      ح  2211 ,,, MPMPPc  

 (12                     )         c

ee

d

te PuPu أو 

 (For compatibilityللادسجام:      )

1

1

1 vv  
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1

1

1   

2

1

2 vv  

2

1

2   

                                         uCu ~ 

 طا ة الوضع البلية،

                                      cd

tt
PPuukuV 

2

1 

 ، عليه سدتحصك على،δV = 0للاتزان،  

    Puk  

    cd PP  

 (:1) مثال 5.2

 
 (For compatibilityللادسجام:      )
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 (carrying out the assembly processبإجراء عملية التجميع:   )
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 (B. conditionsالشروت الحدودية:   )

0311  vv  

0311لننن  أحاف الصفوف والأعمدة المداارة  vv  
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1
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2
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2
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1
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2
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 دحصك على،سأخيراً 

















































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3

2

2
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3
M
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L
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 

























481212
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L

L
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 (:2مثال ) 5.3

 تُعط  مصفوفة البزازة لعدصر  ضيت تحت تأثير الادحداء كالآت :

 





























42

24

3

4626

612612

2646

612612

LLLL

LL

LLLL

LL

L

EI
k

e 

 حيذ،

E .معاير يودا للمرودة = 

I م الثاد  للمساحة.= العزا 

L .طول العدصر = 

عدند مدتصنف ا  Wإسنداداً بسنيطاً تحمنك حمنلًا متمركنزاً ددة مسنأوجد الإزاحة القصنو  لعارضنة 

 .  ارن إجابتك بالحك التحليل  للمسألة.Lإاا كان طول ا 

 
 (For compatibility)للإنسجام: 
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







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




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

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
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
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











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

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





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
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

















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













3

3

2

2

1
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2

2

2

2

2

1

2

1

1

2

1

2

1

1

1

1
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010000
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001000
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













v

v

v

v

v

v
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      CkCk
t ~

 

     




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






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









2
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2

43

2
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2

41

2

34

2

33

2

32

2

31
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14

2

13

2
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1
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2

11

1

33

1

32

1
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1
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1
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1
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1
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1
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1
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1
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 معادلة الاتزان ،

     Puk  

   
   









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
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
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
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
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

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2
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1
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1
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1
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1
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P

M

P
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



 

 (Boundary conditionsالشروت الحدودية:  )

              0231  vv 

2
,0,

2
321

W
PP

W
P  

   0,,0 321  MMMM 

 عاليه، أحاف الأعمدة والصفوف المداارة للشروت الحدودية
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 






















































2

2

3

2

1

2
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2
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2

14

2
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1
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1

32

1
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1
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0

0
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























































2

2

3

2

1

2

2

3

460

6246

064

W

W

Mv

LL

LL

LL

L

EI





 

        (1                                ) 
2

64 21

2

3

W
LvL

L

EI
 

        (2                    )  MLvL
L

EI
 3213

6246  

        (3                               ) 
2

46 3

22

3

W
LLv

L

EI
  

 (،1معادلة )من ال

       (4                            )
2

2
3

1
4

1
6

2 L
Lv

EI

WL








 

 (،3من المعادلة )

       (5                         )
2

2
3

3
4

1
6

2 L
Lv

EI

WL








 

 (،5( و)4من المعادلتين )

  31 

 (،2من المعادلة )

        MLvL
L

EI
 323

2

3
6246  

 
2

2412 233

WL
MvLzero

L

EI
  

EI

WL
v

WL

L

EI
v

48
,

2
24

4

232  

 بالحك التحليل ،
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x
W

M
2

 

Wx
dx

yd
EIM

2

1
2

2

 

 بالتبامك،

      (i               )AWxA
x

W
dx

dy
EI  2

2

4

1

22

1 

Lيمكننن إيجنناد  يمننة ثابننت التبامننك باسننتخدام شننروت مدتصننف العارضننة عدنندما 
2

1
x   فننإن

ك المي
dx

dy ،يساوي صفر 

ALW 









2

2

1

4

1
0 

16

2WL
A  

 ( وكامك مرة أخر ،iف  المعادلة ) Aعو ِّ  عن  يمة 

164

1 2
2 WL

Wx
dx

dy
EI  

B
xWLWx

EIy 
1612

23

 

B = 0 بما أنَّ الادحراف ،y  عدد( يساوي صفر عدد الأصكx = 0،) 
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Lيحدذ عدد مدتصف العارضة ) الأ صىالادحراف 
2

1
x ) 

   
EI

WLLWLLW

EI
y

481612

1 3
2
123

2
1

max 













 
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 نبااذة عاان المااؤلاف:

 

أسنننامة محمننند المرضننن  سنننليمان وُلِّننندَ بمديدنننة عطبنننرة بالسنننودان فننن  

م. حاز على دبلوم إددسة ميكاديكية من كلية ال ددسة 1966العام 

نك أيضناً علنى درجنة 1990عطبرة ف  العام  –الميكاديكية  م. تحصَّ

البكننالوريوس فننن  ال ددسنننة الميكاديكينننة منننن جامعنننة السنننودان للعلنننوم 

م ، كمنا حناز علنى درجنة 1998الخرطوم ف  العنام  –والتبدولوجيا 

 –د منن جامعنة وادي الدينك الماجستير ف  تخصنص ميكاديكنا المنوا

م.  نام بالتندريس 2017م ودرجنة الندكتوراه منن جامعنة وادي الدينك فن  العنام 2003عطبرة فن  العنام 

باللىننة العرنيننة  اً كتابنن لأبثننر مننن ثلاثننين فنن  العدينند مننن الجامعننات داخننك السننودان، بالإضننافة لتأليفننه

مدشورة ف  دور دشر ومجلات عالمينة  ولعشرة كتت باللىة الإدجليزية بالإضافة لخمسين ور ة علمية

بحنذ تخنر  لبنك منن طنلات الماجسنتير، الندبلوم العنال ،  ثلاثمائنةإلى جادنت إشنرافه علنى أبثنر منن 

البكالوريوس، والدبلوم العام. يشىِّك الآن وايفة أستاا مساعد بقسم الميكاديكنا بكلينة ال ددسنة والتقدينة 

ري لنننبع  النننورد ال ددسنننية بالمدطقنننة الصنننداعية جامعنننة وادي الدينننك. بالإضنننافة لعملنننه كاستشنننا -

عطبنننرة. إننناا بجادنننت عملنننه كمننندير فدننن  لمجموعنننة ورد البمنننال  ال ددسنننية لخراطنننة أعمننندة المرافنننا 

  واسطوادات السيارات والخراطة العامة وكبس خراطيد ال يدروليك.

  

 
 


