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الباب

الرابعالباب الرابع

Sequencesالمتوالیات  

مقدمة4.1
تتولد بطریقة من القیم لانهائیة تمثل قائمة discrete structureتعتبر المتوالیة تركیبة منفصلة

نطاقها الأعداد الطبیعیة، فإذا رمزنا وهي حالة خاصة من الدالة، لأنها عبارة عن دالة . محددة
فإنaلاسم هذه الدالة بالرمز 

a : Z → S
حیث 

Z = {0,1,2,….}
عادة ما نستخدمكما هو الحال في الدوال، a(n)وبدلا من أن نستخدم 

{a n}
.للتعبیر عن المتوالیة

أمثلة لبعض المتوالیات4.2

aإذا كان : )1(مثال n = 5ⁿ ، حیثn = 0,1,2,…

:لمتوالیة یمكن سرد عناصرها كما یلياهذه فإن 
{an} = 1, 5, 25, 125,…

= anإذا كان : )2(مثال 1/n  حیثn = 1, 2, 3,…

:فإن المتوالیة 
{an} = 1, 1/2, 1/3, ….

4
2

ا    
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.مل الصفر لأن ذلك یؤدي إلى القسمة على صفرلاحظ هنا أن النطاق لا یش

nحیث       ،   bn = (-1)ⁿإذا كان  : )3(مثال = 0 ,1 ,2, …

:فإن 
{bn} = 1, -1, 1, -1,…

:أوجد الحد العاشر من المتوالیة: )4(مثال 
5, 11, 17, 23, 29, 35, 41, 47, 53

6نلاحظ أن الفرق بـین الحـد والـذي یلیـه هـو .   علینا هنا أن نستنتج العلاقة بین الحد والذي یلیه

وبالتالي فإن الحد
53العاشر هو            + 6 = 59

arithmetic sequenceالمتوالیة الحسابیة 4.3

.arithmetic sequenceهي حالة خاصة من المتوالیة الحسابیة ) 4(لیة في المثال المتوا
:العام لها هو والشكل

a, a+d , a+2d , a+3d , …
:فمثلا المتوالیة

5, 11, 17, 23, 29, 35, 41, 47, 53
d=6وبالتالي فإن 6بیة حیث  نلاحظ هنا أن الفرق بین الحد والذي یلیه هو هي متوالیة حسا

a=5

:المتوالیةهل ):5(مثال
1, 7, 25, …

حسابیة؟
.ني والثالثلا،  لأن الفرق بین الحد الأول والثاني لایساوي الفرث بین الحد الثا: الإجابة 

مجموع المتوالیة الحسابیة بین أن) 6(مثال
1 + 2 + 3 +  … + n

n(n+1)/2 هو 
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دع:الاثبات
S = 1 + 2 + 3 + …. + n

یمكننا كتابة المتوالیة تنازلیا كما یلي
S= n + (n-1) + …. + 3 + 2 + 1

:الآن نقوم بجمع الصیغتین
2S = (1+n) + ( 2 +(n-1)) + (3+(n-2)) +  …+(n+1)

=(n+1) + (n+1) + …. + (n+1)
أي أن. n+1من الحد nحیث نلاحظ وجود 

2S= n(n+1)
S= n(n+1)/2

مجموع المتوالیة4.4

.أحیانا تكون حدود المتوالیة مجموع حدود متوالیة أخرى
ما هي المتوالیة ):7(مثال

an  = ∑ j²
؟n=5وعندما n=3ا  عندم) nالى 1من jحیث  (

:  الإجابة
  an =1 + 4 + 9 + 16 + … + n2

a3 =1 + 4 + 9= 14
a5 =1 + 4 + 9 + 16 + 25 = 55

ما هي المتوالیة):8(مثال
= ∑ (-1)kan

؟nالى 0من kحیث 
:الإجابة

an = 1 – 1 + 1 – 1 + ….
هنا نلاحظ أن 

an=  0  if  n=even زوجي
an=  1 if n=odd فردي

geometricالمتوالیة الهندسیة 4.5 sequence

هي المتوالیة
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an= rn

:فإن المتوالیة تكون على النحو التاليr=2مثلا إذا كانت . هو عدد حقیقيrحیث 
1 , 2, 4 , 8 , ,,,

ما هي قیمة):8(مثال
an = ∑ rk

kحیث   =0,1, 2, …, n

geometric sequenceمجموع متوالیة هندسیة المطلوب هنا :الإجابة

حیث 
an = 1 + r + r² + r³ + …+ rⁿ

:ملاحظة
:یمكن حساب مجموع المتوالیة الهندسیة من القانون

/ (r – 1)- 1)¹⁺∑ rk = (rⁿ
.ذا القانون في الفصل القادم إن شاء االلهسنثبت ه. nالى 0من kحیث 

ما هي قیمة):9(مثال
S = 1 + 2 + 4 + 8 + …. + 210

هذه متوالیة هندسیة حیث  في هذا المثال :       الاجابة
r = 2 , n = 10

Sفإن        لذلك  = (2¹¹ - 1)/(2-1) = 2¹¹ - 1 =2047

برنامج لمتوالیة4.6
: المتوالیة التالیة حدود من 6لطباعة بلغة باسكال ااكتب برنامج: )10(مثال

1, 2, 6, 24, 120, 720, ..
= anحیث   n!

!n(n+1)=!(n+1)في كتابة هذا البرنامج نستفید من العلاقة 
PROGRAM factorial ;
VAR  i , f : INTEGER ;
BEGIN
f = 1 ;
FOR  I := 1 TO 6
BEGIN
WRITE (f : 6 );
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   f = f * i ;
END;
END.

)7(تمــــــــارین 4.7

إذا كان ) 1
a n = 2(-3)ⁿ + 5ⁿ

:أوجد 
a) a0          b) a1        c) a4        d) a5

حیـث العـدد الأولـي هـو العـدد الـذي prime numbersاكتـب متوالیـة الأعـداد الأولیـة  ) 2
.لقسمة إلا على نفسه أو على الواحدلایقبل ا

Fibonacciاكتب متوالیة فیبوناتشي  ) 3

حیث 
a0 = 1 a1 = 1 an+1 = an +an-1

n = 1, 2, 3, ….
.أي أن كل حد یساوي مجموع الحدین السابقین

حیث   {an}اكتب المتوالیة ) 4

: ا نوع المتوالیة التالیة م) 5
3, 6, 12, 24,…

)یدون اجراء عملیة الجمع(حدود الأولى ؟ 8وما هو مجموع  
الى النظام 2(11111111)استخدم قانون مجموع المتوالیة الهندسیة لتحویل العدد الثنائي    ) 6

؟العشري
:احسب) 7

a) ∑ (k+1)
.5الى 1من kحیث 

b) ∑ (-2)ʲ
.4الى 0من jحیث 

c) ∑ 3j0

.10الى 1من jحیث 
¹ - 2ʲ)ʲ⁺ d) ∑(2
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.8الى 0من jحیث 
e) ∑ (3ʲ – 2ʲ)

.8الى 0من jحیث 

اثبت أن ) 8
∑ (aj – aj-1) = an – a0

.nالى 1من jحیث 

اثبت أن ) 9
∑ 1/[k(k+1)] = 1 – 1/(n+1) = n/(n+1)

.nالى 1من kحیث 
:ارشاد

1/[k(k+1)] = 1/k – 1/(k+1)
{n(n+1)}حدود الاولى من المتوالیة 10اكتب برنامجا لطباعة ) 10
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الباب
الخامس

الاستتتاج الریاضي
Mathematical Induction

مقدمة5.1
لجمیع الأعداد TRUEكیف تبرهن أن هذه الدالة قیمتها  P(n)إذا أعطیت دالة منطقیة  

,n=0الصحیحة   1, 2, باستخدام ما یعرف بالاستنتاج ؟  هذا ما سندرسه في هذا الباب …
) .الریاضيأو الاستقراء (الریاضي 

والمطلوب اثبات أنP(n)معطیات المسألة هي الدالة المنطقیة 
P (n)= TRUE ∀n=0, 1, 2, ..

:البرهان یعتمد على  إتباع الخطوتین التالیتین
.P(1) =TRUEالبدایة صائبة ، أي أنالتحقق من أن-1
:التحقق من أن التضمین -2

P(n) → P(n+1)
.فئة الأعداد الصحیحة الموجبة فيnلجمیع ) true(صائب 

n∀:    فذلك یعني أن ) 2(و ) 1(إذا أثبتنا الخطوتین  P(n)= TRUE

:أي أن الاستنتاج الریاضي یرتكز على النظریة التالیة 
P(1) ⋀(∀n P(n) → P(n+1) ) →∀n P(n)

ذلــك یعنــي أن لمــاذا إذا تحقــق الــشرطان المــذكوران أعــلاه فــإن: والــسؤال الــذي یفــرض نفــسه هنــا
P(n)=True لجمیعnفي فئة الأعداد الصحیحة الموجبة؟

5
6
5
2
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والإجابة أن الشرط الأول یحقق المطلوب في الخطوة الأولى ، والشرط الثـاني یحققـه فـي الخطـوة 
. الثانیة والثالثة الى مالانهایة

مرحلــة أي أن الاســتنتاج الریاضــي یقــوم علــى أســاس أنــه إذا كانــت البدایــة صــحیحة وكانــت كــل
.تؤدي الى المرحلة التي تلیها یشكل صحیح فإن جمیع المراحل ستكون صحیحة

مجموع الأعداد الفردیة5.2
1نبدأ أول مثال على استخدام فكرة الاسـتنتاج الریاضـي  باثبـات أن مجمـوع الأعـداد الفردیـة مـن 

2nإلى  هو1 –
P(n) = 1+3+5+…+(2n – 1) = n²

: الإثبات
= n=1P(1)أولا نلاحظ أن عندما   1 = (1)2

. صحیحة منطقیا P(1)أي أن  
:اثبت أن)P(n)=n2أي أن (صحیحة منطقیا P(n)الآن افترض أن 

P(n+1)= (n+1)2

:وهذا یمكن اثباته كما یلي
P(n+1) = 1+3+5+…+(2n-1)+(2(n+1)-1)

= 1+3+5+…+(2n+2-1)
= 1+3+5+…+(2n+1)
= 1+3+5+…+(2n-1)+(2n+1)

= n²+(2n+1) = n²+2n+1= (n+1)² أي أنP(n+1)

:صحیحة منطقیا ، وبالتالي فإن 
∀n P (n) صحیحة منطقیا لجمیعn=1, 2, 3, …..

اثبات المتباینات5.3

.استخدام الاستنتاج الریاضي في اثبات بعض المتایناتیمكن 
n<2ⁿفإن  n≥0عدد صحیحnإذا كانت :أثبت أن :مثال

فإن  n=0بوضع : ولى الخطوة الأ:الإثبات
0< 20

.       0> 1لأن ائبةوهي ص
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صائبة منطقیا ، أي P(n)افترض أن :  الخطوة الثانیة 
n<2ⁿ

هي أیضا صائبة،P(n+1)اثبت أن 
:أي المطلوب إثبات أن 

n + 1 < 2ⁿ⁺¹
نحصل علىn<2ⁿلطرفي المتباینة 1ن بإضافة وهي صائبة لأ

n + 1 < 2ⁿ + 1
فإنn>0لجمیع  (2ⁿ>1)وبما أن 

n + 1 < 2ⁿ + 2ⁿ = 22ⁿ = 2ⁿ⁺¹

مجموع المتوالیة الهندسیة5.4
یةأثبت أن مجموع المتوالیة الهندس

P(n) = 1 + r + r² + …+ rⁿ
هو

[rn ⁺¹ - 1]/(r – 1)
nحیث  ≥ 1  ،r > 1.

: الإثبات
P(1) = (r² - 1)/(r – 1)

r²ولكن    - 1 = (r – 1)(r + 1)

rوبما أن   ≠ فإن1
P(1) = r + 1

:ائبةصهيP(n)والآن افترض أن . n=1تتحقق عندما P(n)أي أن الصیغة 
P(n) = (rⁿ⁺¹ - 1)/(r – 1) = 1 + r + r² +…+ rn

وهذا یؤدي إلى أن 
P(n + 1) = 1 + r + r² +…+ rⁿ + rⁿ⁺¹

= 1 + r(1 + r² +…+ rⁿ )
= 1 + r (rⁿ⁺¹ - 1)/(r – 1)
= 1 + (rⁿ⁺2 - r)/(r – 1)

= [r -1 + (rⁿ⁺2 - r)] /(r – 1)
=  (rⁿ⁺2 - 1)/(r – 1)

.وهو المطلوب اثباته
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رتبة فئة القوى5.5
) 2ⁿن رتبـة فئـة القـوى لهـا هـي أي أ( فئـة جزئیـة 2ⁿعنـصر لهـا nان ذكرنـا الفئـة ذات ،سـبق 

.ویمكننا الآن اثبات ذلك باستخدام الاستنتاج الریاضي
لان الفئــة ذات العنــصر الواحــد لهــا فئتــان جزئیتــان n=1هــذه النظریــة صــحیحة عنــدما :الإثبــات

.والفئة نفسها) الفئة الخالیة(Øفقط هما 
عنــصر وإیجــاد عــدد الفئــات nود فــي حالــة وجــائبةالخطــوة الثانیــة هــي افتــراض أن النظریــة صــ

nالجزئیة في حالة  + .عنصر 1
) انظـر الملاحظـة أدنـاه(سیضاعف من عدد الفترات الجزئیـة Sلاحظ أن زیادة عنصر إلى الفئة 

هوn+1وهذا یعني أن عدد الفئات الجزئیة في الفئة التي عناصرها 
2ⁿ + 2ⁿ = 2 2n =2ⁿ⁺¹

.وهو المطلوب إثباته 
دع. یح أن عدد الفترات الجزئیة یتضاعف عند إضافة عنصر واحد للفئة لتوض:ملاحظة

P1 = {A1,A2,…,Am}
:فإن فئة القوى تصبح على النحو التاليAللفئة aإذا أضفنا العنصر . Aهي فئة القوى للفئة 

P2 ={A1, A2, …,Am, A1∪{a}, A2∪{a},.., Am∪{a}}
:حیث نلاحظ أن 

│P2│= 2m = 2│P1│

)8(تمـــــــــــارین 5.6

2ⁿاثت أن  -1 > n² حیثn 4عدد صحیح أكبر من

1²اثبت أن -2 + 2² + 3² +…+ n² =  [n(n + 1)(2n +1)]/6

.عدد صحیح موجب nحیث 

اثبت أن -3
1² + 3² + 5² +…+(2n+ 1) = [(n+1)(2n+1)(2n+3)]/3

.عدد صحیح موجبnحیث 
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احـــسب الطــرف الأیمـــن ) .3(، ) 2(، ) 1(أكتــب برنامجــا للتحقـــق مــن القـــوانین فــي تمــرین -4
.وبین أنهما متاسویانnوالأیسر من كل قانون لبعض قیم 

الباب
سادسال

ــــــدطرق  العـــ
Methods of Counting

مقدمة6.1
الغــرض مــن هــذا البــاب هــو دراســة طــرق عــد العناصــر فــي فئــة معینــة وهــو موضــوع لــه تطبیقــات  

).ل في دراسة طرق أمن الحاسوباعلى سبیل المث(كثیرة تتعلق بعلم الحاسوب بشكل أساسي 

قاعدة الجمع6.2
|B|= و عدد العناصر في الفئة. Aفي الفئة عدد العناصر= │A│إذا كان

:من العلاقة حسابهیمكنBوAفإن عدد العناصر في اتحاد فئتین 
│ A ⋃ B │ = │A│+│B│-│A⋂ B│

= A⋂Bإذا كان    :ملاحظة  Ø فإن
│A U B│=│A│+│B│

6
5
2

ا   
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، وعــــدد الطلبــــة 15هــــو ) دئ الحاســــبمبــــا(فــــي مقــــرر المــــسجلین إذا كــــان عــــدد الطلبــــة :مثــــال
:في كلا المقررین فإنمسجلون طلبة 5وكان هناك 20هو) باسكال(في مقرر المسجلین 

=عدد الطلبة في المقررین 
│A1⋂A2│= 15 + 20 - 5 = 30-│A2│+│A1│

قاعدة الضرب6.3
من الطـرق فـإن mاؤه بعدد من الأجزاء ، وكل جزء یمكن أدnإذا كان العمل یمكن تقسیمه إلى 

:
m × n= لأداء العملعدد الطرق

؟Z99إلى A01بحیث یبدأ الترقیم من لطلبة یمكن ترقیمهم كم عدد ا:مثال

: الإجابة
نطبق قاعدة الضرب

26= بما أن عدد الحروف اللاتینیة 

:فإن99هو  99إلى 01وعدد الأرقام في خانتین من 
99× 26= الطلبة الذین یمكن ترقیمهم بهذه الطریقةعدد 

 =2574

خانات ثنائیة ؟4كم عدد الكلمات الثنائیة التي یمكن تكوینها في :مثال

:الإجابة

فإن العدد الإجمالي هو ) 1أو 0هما (خیارین في كل خانة هناك أن بما 

mطريقة nجزء

10101010
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16 =2×2×2×2

Bكم عدد الدوال التي یمكن تعریفها على الفئتین :مثال , Aحیث
A = {1, 2, 3}

B ={a, b}
ماهي هذه الدوال؟

:الاجابة
:النحو التاليعلىbأو aهما Bیقابله اختیاران في  Aنلاحظ أن كل عنصر في 

:لذلك فإن عدد الاختیارات لدینا هو 
2*2*2=8

:الدوال التي یمكن تعریفها هي
f1= {(1,a),(2,a),(3,a)}
f2={(1,a),(2,a),(3,b)}
f3={(1,a),(2,b),(3,a)}
f4={(1,a),(2,b),(3,b)}
f5={(1,b),(2,a),(3,a)}
f6={(1,b),(2,a),(3,b)}
f7={(1,b),(2,b),(3,a)}
f8={(1,b),(2,b),(3,b)}

8= 2³حیث نلاحظ أن عدد الدوال هو 

بصورة عامة:  ملاحظة
nm    =n×n×…×n= عدد الدوال 

حیث 
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m =عدد عناصر النطاق
n =عدد عناصر المدى

:المث
إذا كانت 

A= {1, 2}     B={a, b, c}
؟Bالى Aالتي یمكن تعریفها من 1-1عدد الدوال من نوع كم 

: الاجابة
f(2)لا یساوي f(1)هي الدالة التي فیها 1-1في هذا المثال، الدالة من نوع 

وبتــالي f(2)وفــي كــل اختیــار یبقــى لنــا اختیــاران فقــط ل f(1)اختیــارات لقــیم 3وحیــث أنــه یوجــد 
نطبق قاعدة الضرب 

6= 3*2= عدد الدوال 

:والدوال هي
F1 = { (1,a), (2,b)}
F2 = { (1,a),  (2, c) }
F3 = { (1,b), (2,a)}
F4= { (1,b), (2,c)}
F5={ (1,c), (2,a) }
F6 ={ (1,c), (2,b)}

: ملاحظة
عنصر في المدى فإن عدد الدوال من نوع nعنصر في النطاق و mبصورة عامة إذا هناك 

التي یمكن تعریفها هو1-1

n(n-1)(n-2) …(n-m+1)
:وذلك على النحو التالي
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فـإن عـدد الـدوال التـي یمكـن تعریفهـا هـو  ) وفوقیة  1-1أي أن الدالة من نوع (m=nفإذا كانت 
n!.

؟nكم عدد الفئات الجزئیة التي یمكن تكوینها من فئة عدد عناصرها :مثال

فمثلا إذا كانت الفئة . ثنائي لاحظ هنا أن كل فئة جزئیة یمكن تمثیلها بعدد 
S = {a, b, c}

فإن                                        
000 ↔ Ø

100 ↔ {a}
010 ↔ {b}

011 ↔ {b, c}
111 ↔ {a, b, c}

ومن هذا نرى أن عدد الفئات الجزئیة هو
(11…1)2 +1= 1+2+…+2ⁿ-¹ +1 = (2ⁿ - 1)+1= 2ⁿ

. الفئة الخالیةمقابل 1إضافة حیث تمت 

:كم عدد المتغیرات في لغة برمجة بحیث یأخذ المتغیر الشكل التالي:مثال

26) 1+ 10+ 26= (عدد المتغیرات :الإجابة

  =37 ×26

  =962

)حرف26(حرف لاتيني رقم أو حرف أو فراغ
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حیــث كــل خانــة یمكــن أن تحتــوي خانــات 4التــي یمكــن تكوینهــا فــي كــم عــدد كلمــات الــسر :مثــال
.على رقم أو حرف

)26+10(⁴= 36⁴:الإجابة
1,679,616=

26أي أن عدد الاختیارات في كل خانـة هـو . أرقام 10حرف و 26لاحظ هنا أن لدینا  + 10
= 36

)9(ــــارین تمــ6.4

:23وعدد الطلبة بقسم الإدارة هو 16إذا كان عدد الطلبة في قسم الحاسوب هو -1
وین فریق من طالبین، واحد من قسم الحاسوب والآخر مـن قـسم الإدارة ما هو عدد الطرق لتك) أ(
؟
كم عدد الطرق لاختیار طالب واحد من القسمین؟) ب(

مــا عــدد –أ .اختیــارات4أســئلة ، بكــل ســؤال 10اختبــار مــن نــوع الاختیــارات المتعــددة بــه-2
؟) إجابةدون أن یترك أي سؤال بدون (الطرق التي یمكن أن یجیب بها الطالب 

ما عدد الطرق التي یمكن أن یجیب بها الطالب مع إمكانیة ترك أسئلة بدون إجابة ؟-ب

رحلات من روما إلـى 10رحلات من طرابلس إلى روما ، وكان هناك 5إذا كان هناك عدد -3
لندن ، فكم عدد الطرق التي یمكن أن یسافر بها من طرابلس إلى لندن عن طریق روما ؟

خانات مستخدما الأحرف الانجلیزیة ؟3دد الكلمات التي یمكن كتابتها في كم ع-4

.Aأحرف بشرط أن تبدأ بالحرف 3كم عدد الكلمات ذات -5

خانات ثنائیة بشرط أن تبدأ بالواحد وتنتهي بالواحد ؟10كم عدد الكلمات الثنائیة في -6
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Permutationsالتبادیل  6.5

{a1,a2,…,an}توي على العناصر تحSإذا كانت الفئة 

هذه العناصر ؟سردبها یمكن فكم عدد الطرق التي 

:یمكن سردها بالطرق التالیة{1,2,3}الفئة مثلا
S = {1,2,3}

= {1,3,2}
= {2,3,1}
= {2,1,3}
= {3,1,2}
= {3,2,1}

. لاحظ عدم تكرار العناصر في كل ترتیب . طرق لترتیب عناصر هذه الفئة6أي یوجد 
:ویمكن حساب عدد هذه الطرق من الشكل التالي

إذا اخترنا عنـصرا فـي الخانـة الأولـى مـن بـین العناصـر الثلاثـة، یبقـى فـي الخانـة الثانیـة اختیـاران 
:وباستخدام قاعدة الضرب فإن. حدفقط ، وفي الخانة الثالثة اختیار وا

3= !3×2×1= عدد الترتیبات 

6=

:فإنnبصورة عامة إذا كان عدد عناصر الفئة هو 
P(n) = n!

) permutation(هنــــا P(n)تــــسمى و .عنــــصرnهــــو عــــدد الترتیبــــات التــــي یمكــــن عملهــــا مــــن 
.التبادیل

یارات لكل عنصر؟من الاختnلدینا من العناصر حیث  rماذا لو نرید ترتیب 
:في هذه الحالة یكون الوضع بالشكل التالي

1 2 3

عدد الاختيارات= 123
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هو) عدد الترتیبات(عدد الاختیارات 
) =n – r +1)....(n - 1(n

r-permutationوتسمى n,r(p(ونرمز لها بالرمز 

:لاحظ أن
P(n,r) = n!/(n – r)!

مـع 4حـروف إذا كـان عـدد الخانـات هـو 10ما عدد الكلمات التي یمكن تشكیلها من بین :مثال
.عدم تكرار الحرف في الكلمة 

عدد الكلمات هو: الإجابة
P(10,4) = 10!/(10 - 4)! = 10!/6!

= 10×9×8×7 = 5040

یـة بطریقــة عـشوائیة وبــأي مـدن ابتــداء مـن طـرابلس ،والمــدن الباق8بــائع متجـول یریـد زیــارة :مثـال
بــشرط عـدم زیــارة المدینــة أكثــر مــن (مــا عــدد الطـرق التــي یمكــن أن یــزور بهـا كــل المــدن .ترتیـب

)مرة

1 2             ………………….………. r

n-r+1ارياختn ارياختnارياخت1 -
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هو)عدد الطرق(عدد الاختیارات 
7! = 7×6×5×4×3×2×1 = 5040

إذا أراد البائع حساب أقصر طریق لزیارة كل المدن،تسمى المسألة:ملاحظة
= Traveling Salesman ProblemTSP

.أي مسألة البائع المتجول

Combinationsالتوافیق 6.6

mحیث nعنصر من فئة عدد عناصرها mإذا قمنا باختیار  ≤ n ترتیب هذه عنبغض النظر
معنـى أن بأي أن الترتیـب هنـا غیـر مهـم، ).أو توفیـق(فإن هـذا الاختیـار یـسمى تركیبـة العناصر

.لافرق) وعمرعلي(هما ) عمر وعلي (

؟مرشحین5أعضاء من بین 3ما عدد الاختیارات لتشكیل لجنة من ):1(مثال

، مــثلا اللجنــة ضاء بغــض النظــر عــن تــرتیبهمأعــ3فــي هــذا المثــال نلاحــظ أن اللجنــة تتكــون مــن 
فئـةخـر أن الأو بتعبیـر آ. الترتیـب هنـا غیـر مهـمأي أن {1,3,2}هـي نفـس اللجنـة {1,2,3}

وبالتالي {2,3,1}ونفس التوفیق {1,3,2}نفس التوفیقcombination ({1,2,3}التوفیق(
.permutationفإن عدد الاختیارات في حالة التوافیق أقل من الاختیارات في حالة التبادیل 

عنصر هوnمن فئة ذات r-combinations )التوافیق(عدد التركیبات :نظریة
C (n, r) = n! / r!(n – r)!



omarzarty@yahoo.comعمر زرتي      . د21من كتاب التراكيب المنفصلةالثالثالجزء 

أحیانا نستخدم الرمز:ظة ملاح

binomial coefficientویسمى هذا الرقم بمعامل ذات الحدین 

:هو شخاصأ5أعضاء من بین 3بهذا فإن عدد الاختیارات لتشكیل لجنة من 

:أي أن
(x + y)⁴ = x⁴ + 4xy³ + 6x²y² + 4x³y + y⁴

Pascal Triangleمثلث باسكال 6.7

Pascal Identityقانون باسكال من Cⁿkیستعمل لحساب 

:كالتالي



omarzarty@yahoo.comعمر زرتي      . د22من كتاب التراكيب المنفصلةالثالثالجزء 

مثلث باسكال

مع ملاحظة أن 
C(n, 0) = C(n, n)=1

:نحصل على باقي القیم كما یليبتطبیق قانون باسكال 

)10(ارین تمـــــ6.8

,a}للفئة permutationsأكتب جمیع التبادیل -1 b, c}
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,a}یمكـن تكوینهـا مـن الأحـرف أحـرف 6طولها كم كلمة -2 b, c, d, e, f, g} بـشرط أن
.وعدم تكرار أي حرف aتنتهي بحرف 

أحسب-3
a) P(6,3)
b) P(6,5)
c) P(8,1)

أحــرف،   وبــشرط عــدم 9ان لــدینا خانــات إذا كــ5كــم عــدد الكلمــات التــي یمكــن تكوینهــا فــي -4
.تكرار أي حرف 

كـــم عـــدد الاختیـــارات لتـــشكیل . أعـــضاء4عـــضو، تتكـــون لجنـــة الإدارة مـــن 25جمعیـــة ذات -5
اللجنة من بین أعضاء الجمعیة؟

ـــــى -6 ـــــة عل ـــــوي اللغـــــة الانجلیزی ـــــا، منهـــــا 26تحت وأخـــــرى ســـــاكنة vowelsمتحركـــــات 5حرف
consonant أحـرف بحیـث یوجـد حـرف 6ات التي یمكـن تكوینهـا مـن كم عدد الكلم. 21عددها

متحرك واحد بالكلمة ؟
أعـضاء 6كـم عـدد الطـرق لتكـوین لجنـة ذات    . امـرأة 15رجـال و 10إذا كان بالمؤسسة -7

بشرط أن یكون هناك عدد متساوي من الرجال والنساء باللجنة؟
أن لابــدبحیــث10ان عــدد الفــرق كــم عــدد المباریــات التــي یمكــن إجراؤهــا فــي الــدوري إذا كــ-8

الفریق الآخر؟كل فریقیقابل
؟" 0"وعلى سبعة " 1"بت وتحتوي على ثلاثة 10كم عدد الكلمات الثنائیة ذات طول -9

اثبت قانون باسكال-10

أسطر الأولى من مثلث باسكال 10ا یطبع جاكتب برنام-11
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الباب
السابع

Relationsـات       العــــلاق

مقدمة7.1
Bالى الفئة Aمن الفئة العلاقة الثنائیة

Binary Relation from A to B
.A×Bهي فئة جزئیة من الفئة 

,a)أي أنها مجموعة من الأزواج المرتبة  b) حیثb ∈ B , a ∈ A.
.طرق تمثیلها في الحاسوبسندرس في هذا الباب أنواع العلاقات و 

أمثلة7.2
):1(مثال

,a)الـزوج المرتـب إذا كـان  b) تعنـي أن الطالـبa مـسجل فـي المقـررb ، علاقـةفهـذا یعـرّف .
:فإن الزوج المرتب) التراكیب المنفصلة(مسجل بالمقرر ) أحمد آدم(مثلا إذا كان

)أحمد آدم،التراكیب المنفصلة(
.العلاقة هذه تبر عضوا في یع

):2(مثال

7
6
5
2
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,x)تحتـوي علـى الأزواج المرتبـة Rإذا كانت العلاقة  y) تعنـي أن التـيx مدینـة فـي البلـدy ،
,Tripoli(فهل ینتمي العنصر  Egypt ( إلى العلاقةR.؟

:الإجابة
.Egyptولیس في مصر) أو لبنان(تقع في لیبیاTripoliلان طرابلس) لا(

):3(مثال
إذا كان

A = {0, 1 , 2} B = {a, b}
R = {(0, a), (0,b), (1, a), (2, b)}

Bتعتبر علاقة بین     Rفإن  , Aحیث
(0,a) ∈ R                     (1,b) ∉ R

)بنفس المعنى(أو نستخدم التعبیر 
0 R  a
1 ℟  b

:هذه العلاقة یمكن تمثیلها بیانیا كالتالي

0        a
1
2                              b

:تيأو عن طریق جدول كالآ
R     a           b

0 ×           ×
    1         ×

2                      ×

Functionـدالة الــ7.3
رتبــة ولكــن بــشرط أن متعتبــر الدالــة نوعــا خاصــا مــن العلاقــات، أي أنهــا أیــضا فئــة مــن الأزواج ال

.Bعنصر واحد یقابله في المدى A یكون لكل عنصر في النطاق  
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bیقابله عنصران في المدى هما 0لاحظ في المثال السابق أن العلاقة لیست دالة لأن العنصر 

, a.
.كل دالة علاقة ولیست كل علاقة دالة بمعنى أن 

ولكن الدالة لا یمكن أن للعدید- واحدone-to-manyأي أن العلاقة یمكن أن تكون من نوع 
.تكون من هذا النوع

ونفـسها، ونقـول فـي هـذه الحالـة أن العلاقـة A لاحظ أیضا أن العلاقة یمكـن أن تكـون بـین الفئـة
.Aعلى الفئة 

:مثال
Aمعرفة على الفئة Rة إذا كانت العلاق = ,a)بحیث {1,2,3,4} b)تعني أن                                     :

a  divides  b
؟b∈A بحیث R، أوجد العلاقة aتقبل القسمة على bأي 

:الإجابة
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}

:المث
.بجدول) في المثال السابق(Rمثل العلاقة 

:الإجابة

R    1    2    3    4
1    ×    ×    ×    ×
2          ×          ×
3         x
4                      ×

حیثRالعلاقة اسرد عناصر:مثال
R = {(a, b) : a and b are positive integer and a ≤ b}

:الإجابة
R = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), …, (2, 2), (2, 3),…,(3, 3), (3,4),…}

.تحتوي على مالانهایة من العناصر Rأي أن 
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و عنـصر nذاتAإذا كانـت Bالـى Aالفئـة مـنكم عدد العلاقات التـي یمكـن تعریفهـا :مثال
B ذاتm؟عنصر

× Aعدد عناصر الفئة الشاملة  B هوnm

یمكـن تعریـف  هنـفإ2kمن العناصر هـو kوبما أن عدد الفئات الجزئیة في أي فئة تحتوي على 
2ⁿm ثنائیة علاقة.

أنواع العلاقات7.4

reflexiveالعلاقة الانعكاسیة -1 relation ٌ◌
:حیث بAهي العلاقة على الفئة 

∀x ∈ A      x R x

:مثال
a  divides  bالعلاقة  

x)وبالتالي فـإن لأن كل عدد یقبل القسمة على نفسه reflexiveةانعكاسیهي علاقة 

, x) تنتمي إلى هذه العلاقة.

symmetricالعلاقة المتماثلة -2 relation

,a∀بحیث           Aهي العلاقة على الفئة  b ∈ A

(a, b) ∈ R↔ (b, a) ∈ R
)بتعبیر آخر(أي 

a  R  b ↔ b  R  a

anti-symmetric Relationالعلاقة اللامتماثلة  -3

:تحقق فیه الشرط هي العلاقة التي ی
(a  R  b) ⋀ ( b  R  a) ↔ a = b
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:مثال
symmetricة التالیة متماثلة العلاق relation

R = {(1,1),(1,2),(2,1)}

:كما مبین بالشكل التالي

symmetric  علاقة متماثلة

:مثال
anti symmetricمتماثلة لا العلاقة التالیة 

R = {(1,1) , (1,2)}

:مثال
:ما نوع العلاقة

R = {(x, y)│x, y ∈ Z , x ≥ y }
هذه العلاقة لا متماثلة لأن:  الإجابة

x ≥ y  and y ≥ x ↔  x=y
أي أن

x R y ⋀ y R x ↔ x = y

Transitive Relationالعلاقة الانتقالیة -4

:علاقة التي تحقق الأتيهي ال
∀a, b, c ∈ A if  a R b ⋀ b R c then a R c

,a(أي إذا كانت  b ( ،)b, c ( تنتمي إلى العلاقةR فإن)a, c ( تنتمي إلىRأیضا.

yحیث ) x,y(العلاقة التي عناصرها :مثال , xعدد صحیح موجب بحیث
x > y
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تعتبر علاقة انتقالیة لأن 
(a > b) ⋀ (b > c) → a > c

yشقیق x:العلاقة:مثال

.cشقیق aأن یعنيإهذفcشقیق bوكان bشقیق aهي علاقة انتقالیة لأن إذا كان 

علاقة انتقالیة ؟yابن خال xهل العلاقة :مثال

!الإجابة طبعا لا 
انتقالیة ؟) yبن عم إx(هل العلاقة 

.عم ابن عمك قد یكون شقیقك ولیس ابن عمكالإجابة أیضا لا، لأن ابن

n-ary Relationsالعلاقات بین مجموعة من الفئات7.5

ولـیس (فئـات 3یوجـد  أحیانـا قد ولكن ) أي العلاقة بین فئتین(ناقشنا حتى الآن العلاقة الثنائیة 
.تربطها علاقة ما ) اثنین فقط

مثلا
R = {(a, b, c) : a > b > c}

cحیث   , b , aأعداد صحیحة موجبة
في هذه الحالة

(3,2,1) ∈ R
(1,2,3) ∉ R

,a)یسمى العنصر: ملاحظة b , c)Tripleثلاثي أي.

:بصورة عامة یمكن أن تكون العلاقة على النحو التالي
R = {(a1,a2,..,an): a1>a2>…> an}

:الفئاتهذا المثال بین
A1,A2, .., An

aiحیث  ∈ Aiویسمى العنصر
(a1, a2, …,an)

n-tuple)ـينون(
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:الرباعيهي Rإذا كانت عناصر العلاقة :مثال
(name, id ,major, GPA).

متوســــط GPA، تخــــصص الطالــــب major، رقــــم الطالــــب id، اســــم الطالــــب nameحیــــث 
.أعمدة، عمود لكل فئة4ویمكن تمثیلها بجدول به tuple-4علاقة ذات Rدرجاته فإن 

,name(یسمى الرباعي:ملاحظة id , major, GPA (بالسجلrecordفي قواعد البیانات.
وكـل ) n-tupleأي مجموعة ( من مجموعة سجلات   Databaseیث تتكون قاعدة البیانات ح

.fieldعنصر في السجل یسمى حقل 
.tableوتوضع العلاقة في قاعدة البیانات على شكل جدول 

وهـو عبـارة عـن قیمـة تمیـز كـل سـجل عـن الآخـر، primary keyویكون للجدول مفتاح رئیسي 
.جدول بیانات الطلبةفيidمثلا رقم الطالب 

باستخدام المصفوفاتتمثیل العلاقات7.6
Representing relations using matrices

.یمكن تمثیل العلاقات بین الفئات المحدودة باستخدام المصفوفات الثنائیة
فإذا كانت

A = {a1, a2 ,…, an}
B = {b1, b2, …, bn}

:یمكن تعریفها كالتاليBإلى Aمن Rفإن العلاقة 

دع :مثال
A = {1,2,3}
B = {1,2}

حیث
a R b ↔ a > b

؟Mكیف نمثل هذه العلاقة بالمصفوفة  
:الإجابة
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0          0
M = 1          0

1          0

:حیث نلاحظ أن
M11 = 0 ↔ (1,1) ∉ R
M12 = 0 ↔ (1,2) ∉ R
M21 = 1 ↔ (2,1) ∈ R
M22 = 0 ↔ (2,2) ∉ R
M31 = 1 ↔ (3,1) ∈ R
M32 = 1 ↔ (3,2) ∈ R

إذا كان:مثال
A = {a1, a2 , a3 }

B = {b1, b2, b3, b4 , b5}

وكانت المصفوفة

0    1    0    0    0
      M = 1  0    1 1    0

1    0    1    0    1

العلاقة  ؟هذه ما هي عناصر ، Bو Aتمثل العلاقة بین

:الإجابة
R = {(a1, b2), (a2, b1), (a2, b3), (a2, b4), (a3, b1), (a3, b3), (a3, b5)}

:اتملاحظ
ت إذا كانـــــreflexiveتعتبـــــر انعكاســـــیة Rمـــــصفوفة مربعـــــة فـــــإن العلاقـــــة Mإذا كانـــــت ) 1(

:، أي1تساوياكلهMوفةالمصفالقطر فيعناصر
mii  = 1

:أو بتعبیر آخر
∑ mij = n

:مصفوفة مربعة وكانت أیضا متماثلة أيMإذا كان ) 2(
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Mij  = Mji

symmetricأیضا متماثلة Rفإن العلاقة 

:تحقق الآتيMإذا كانت المصفوفة ) 3(
mij  = 0 →  mji  = 1
mij  = 1 →  mji  = 0

anti-symmetricاثلة لامتمتعتبر Rفإن العلاقة 

0     1     1دع     :مثال
M = 1     1     1

0     1     1

:هل هذه العلاقة . Rتمثل العلاقة 
reflexiveانعكاسیة -أ

symmetricمتماثلة -ب

anti symmetricلامتماثلة  -ج

.1لأن القطر كله " انعكاسیةنعم) "أ(إجابـــة 

.مصفوفة متماثلةMلآن " متماثلةنعم)"ب(وإجابة 

.لأنها متماثلةبطبیعة الحال" لیست لامتماثلةلا) "ج(وإجابة 

)11(تمـــــــارین 7.7

:حیثBإلى Aعلاقة من Rإذا كانت ) 1(
A = {0,1,2,3,4}
B = {0,1,2,3}

حیث a R bأوجد العلاقة 
a)  أ( = b
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a) ب( + b = 4

a)  ج( > b

:بین نوع العلاقات التالیة ) 2(
a) {(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4)}
b) {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3),(4,4)}
c) {(2,4),(4,2)}

:ما نوع العلاقات التالیة ) 3(
.yأطول من x-أ
.مولودان في نفس الیومx ،y-ب
.لهما نفس الاسمx ،y-ج
.لهما نفس الجدx ،y-د

.علما بأن العلاقة معرفة على فئة جمیع البشر 

).1(ما نوع العلاقات في تمرین ) 4(

,a)ما هي عناصر العلاقة ذات الثلاثیات ) 5( b, c)بحیث
0 < a < b < c < ؟5

:مثل العلاقات التالیة باستخدام المصفوفة الثنائیة ) 6(
a) {(1,1),(1,2),(1,3)}
b) {(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}
c) {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)}
d) {(1,3),(3,1)}

:لها المصفوفة التالیةالتي تمثRبین ما إذا كانت العلاقة ) 7(

1   0   1
M = 0   1   0

1   0   1
.انعكاسیة-أ

.متماثلة-ب
.لا متماثلة-ج



omarzarty@yahoo.comعمر زرتي      . د34من كتاب التراكيب المنفصلةالثالثالجزء 

Equivalence Relationsعلاقات التكافؤ7.8

:كانت) وفقط إذا(قة تكافؤ إذا علاAتسمى العلاقة على الفئة 
.transitive، وانتقالیةsymmetric، وتماثلیةreflexiveانعكاسیة

دع العلاقة:مثال
a R b

.كلمتان بنفس عدد الأحرفa ،bتعني أن 
؟ هل هذه العلاقة انعكاسیة

).د الأحرفأي أن الكلمة تناظر نفسها من حیث عد(a R aنعم لآن 
؟هل هي علاقة متماثلة

نعم فـإذا كانـت الكلمـة ذات نفـس عـدد الأحـرف مثـل كلمـة أخـرى فـإن تلـك الكلمـة لهـا نفـس عـدد 
.الأحرف مثل الكلمة الأولى

؟هل هي علاقة انتقالیةوأخیرا 
حــرف، وكانــت الكلمــة الثانیــة nكلمــات، وكانــت الكلمــة الأولــى ذات3ن إذا كــان لــدینا نعــم لأ

أیضا، وإذا الكلمة الثالثة مـساویة للثانیـة nاویة لها في عدد الأحرف، فإن عدد حروفها یكون مس
.nفي عدد الأحرف فإن أحرفها سیكون أیضا 

.علاقة تكافؤهي من هذه الخصائص الثلالثة نستنتج أن هذه العلاقة 

هل العلاقة:مثال
a R b ↔ a² = b²

علاقة تكافؤ ؟
:هذه العلاقةنلاحظ أن

a²لأن reflexiveانعكاسیة .1 = a²

a²ن   لأsymmetricمتماثلة .2 = b²   تكافئb² = a²

a²إذا كـانلأنtransitiveانتقالیـة .3 = b²وb² = c2فـإنa² =
c²

.تكافؤالعلاقة فيفهي تحقق الشروط الثلاثة لذلك

بین أن العلاقة:مثال
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R = {(a, b) : a = b (mod m)}
.علاقة تكافؤ

bإذا كان :ملاحظة  , a عددین صحیحین فإن:
a= b(mod m) ↔ ∃ integer k :

a = b + km
mod)1 =13مثلا                               12)

13لآن                              = 1 + (1)(12)

و
26 = 2(mod 12)

26لآن                       = 2 + (2)(12)

35 = 5(mod 6)
35لآن  = 5 + (5)(6)

:علاقةهذالوالآن لإثبات علاقة التكافؤ نلاحظ أن 
لأنreflexiveانعكاسیة .1

a R a ↔ a =a(mod m)

aن لأ = a + (0)m

نلأsymmetricمتماثلة .2
a R b → a = b + km → b = a – km

→ b= a + (-k)m → b R a
ن لأtransitiveانتقالیة.3

a R b ⋀   b R c →
a = b + km  ^ b=c +Lm

a = c + Lm + km =  c + (L+ k)m
= c + n m

k  حیث  , L ،n=k+Lأي أن   .أعداد صحیحةa R b.

Equivalence Classفصیلة التكافؤ 7.9
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فإن الفئة Aعلاقة على الفئة Rإذا كانت 
[a]R = {s: (a, s) ∈ R}

.aبفصیلة تكافؤ للعنصر R[a]، تسمى A عنصر في الفئة aحیث 

یدرسـان فـي نفـس طالبان bو aتعني أن aRbتمثل فئة طلبة الكلیة والعلاقة Aدع :1مثال 
القسم
.قسم الریاضیاتطالب من = cدع   

إذن فإن الفئة
[c]R = {s : (c, s)∈ R}

.یاضیاتقسم الر تمثل فصیلة جمیع طلبة 
جزئیـة لایوجـد بینهـا تقـاطع، أي أن تقاطعهـا هـو إلى فئات Aأن علاقة التكافؤ تقسم الفئة لاحظ

.فئة خالیة
طالــب مــن قــسم cفــإذا كــان. فمــثلا تقــاطع فئــة طلبــة الریاضــیات وطلبــة النبــات هــو فئــة خالیــة

:تقاطع الفئتینفإنطالب من قسم النبات dالریاضیات و 
[c]R ⋂ [d]R = Ø

أي مــن أهــم اســتخدامت علاقــات التكــافؤ أنهــا . partitioningتــسمى هــذه العملیــة بالتجزئــة    
.تقسم الفئة الشاملة الى فئات جزئیة غیر متقاطعة

إلــى فئــات جزئیــة، كــل واحــدة تمثــل ) طلبــة الكلیــة(الفئــة یمكننــا تجزئــة) الــسابقفــي المثــال(حیــث 
أي أن.معینقسمطلبة 

⋂ Ai = Ø   A = ⋃ Ai

:فئات جزئیة4والشكل التالي یبین كیف نقسم الفئة الشاملة الى 

:2مثال  
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:إذا كان لدینا العلاقة 
a ≡ b(mod 4)

فإن
الأربعة فصائل ال

[0] = {…,-8, -4, 0, 4, 8,…}
[1] = {…,-7, -3, 1, 5, 9,…}
[2] = {…,-6, -2, 2, 6, 10,…}
[3] = {…, -5, -1, 3, 7, 11,…}

.هي فصائل تكافؤ لأن تقاطعها فارغ واتحادها هو جمیع الأعداد الصحیحة

برامج لاختبار العلاقات7.10

ت تمثل علاقة انعكاسیة ؟إذا ما كانختبرویmأكتب برنامج یقرأ المصفوفة الثنائیة :1مثال
m ii ∑:في هذا البرنامج نستخدم الخاصیة = nختبار العلاقة الانعكاسیةلا.

Program Reflexive ;
VAR  s , i , j , n : INTEGER;

         m : ARRAY[1..10,1..10] of  INTEGER;
BEGIN

Readln(n) ;
1  TO  n  DOFOR i:=

FOR j:= 1 TO  n  DO
Begin

WRITE('Enter m',i,j, '→') ;
Readln(m[i,j]) ;

END ;
s:=0 ;
FOR i:= 1 TO  n   DO

s:= s + m[i,i] ;
IF (s = n) THEN

WRITELN('Reflexive') ;
ELSE

WRITELN('Not reflexive') ;
END .

.ختبار المصفوفة هل هي متماثلة أو غیر متماثلةلامن برنامج اأكتب جزء: 4مثال
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……..
……..

FOR i:= 1 TO n   DO
FOR j:= i + 1 TO  n  DO

IF (m[i,j] = m[j,i]) THEN
 flag:= 1

ELSE
BEGIN

flag:= 0 ;
GOTO  LB1 ;

END
LB1 : IF (flag = 1)THEN

WRITLN('symmetric')
ELSE

WRITELN('Not symmetric') ;

)12(تمـــــــارین 7.11

تعتبر علاقة تكافؤ ؟{0,1,2,3}أي من العلاقات التالیة على الفئة-1
{(3,3),(2,2),(1,1),(0,0)}-أ

-ب
{(0,0),(0,2),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

-ج
{(0,0),(1,1)(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}

-د
{(0,0),(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}

ـه
 -{(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,3)}
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yحیــث x R yبــین أن العلاقــة -2 , x نــضیدانstrings بــت أو أكثــر 3طــول كــل منهمــا
yبحیث ، , xضائد ذات طـول یتفقان في الخانات الثلاثة الأولى، هي علاقة تكـافؤ علـى فئـة النـ
.بت فما فوق3

:أوجد فصیلة التكافؤ للعلاقات التالیة-3
a R b↔b)      أ( , a من نفس العمرطالبان.
x R y↔y)    ب( , x اللغة الأم(یتكلمان نفس اللغة طالبان.(

أوجد جمیع فصائل التكافؤ للعلاقة-4
a = b (mod 5)

واختبـــار مـــا إذا كانـــت Rتـــصف العلاقـــة Mیـــة مربعـــة أكتـــب برنـــامج لقـــراءة مـــصفوفة ثنائ-5
anti symmetricالعلاقة لا متماثلة 

Partial Orderingالترتیب الجزئي 7.11

:تعریف
:من نوعSعلى الفئة Rإذا كانت العلاقة 

Reflexiveانعكاسیة ) 1(

Anti symmetricلا متماثلة   ) 2(

Transitiveانتقالیة ) 3(

Posetفتسمى فئة مرتبة جزئیـاRمع العلاقة Sأما الفئة . فإن هذه العلاقة تسمى ترتیب جزئي

حیث
Poset = Partially ordered set

).S,R(ویرمز لها بالرمز 

xتعني                       x R yتمثل فئة الأعداد الصحیحة وZدع:1مثال ≥

y    x ∈ Z , y ∈ Z
هل هذه العلاقة ترتیب جزئي ؟

:الإجابة
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إذا وفقـط x≥yو ،xy≤لأن ، ولا متماثلةx≥xلأن انعكاسیة(نعم فهي تحقق الشروط الثلاثة
، لـــذلك فهـــي ترتیـــب جزئـــي لفئـــة الأعـــداد y≥zx≥zو  x≥yلأن وانتقالیــة، x=yإذا 

.Zالصحیحة 

xدع :2مثال D y          تعني   x, y ∈ Z⁺
هـل هـذه . هـي فئـة الأعـداد الـصحیحة الموجبـة⁺Z، وحیـث yتقبل القسمة على xأن و

علاقة ترتیب جزئي ؟

:الإجابة
,⁺Z(لـذلك فـإن )أي أن العلاقـة انعكاسـیة ولامتماثلـة وانتقالیـة(نعم لأنها تحقـق الـشروط الثلاثـة

D (هي فئة مرتبة جزئیاPoset.

aتعني  a R bدع  :3مثال ⊆ b حیثa, b ∈ P(S)

)S(P هي فئة القوى للفئةS

؟Posetفئة مرتبة جزئیا ) ⊇,P(S)(هل 

یمكنك التحقق من الشروط الثلاثة: الإجابة
Aحیـــث أن  -1 ⊆ A كلمـــا كانـــتA ـــة جزئیـــة مـــن انعكاســـیة ⊇أي أن العلاقـــة . Sفئ

reflexive
:كما أنها لامتماثلة لأن-2

A ⊆ B ⋀  B ⊆ A → A = B
:وهي أیضا انتقالیة لأن-3

A ⊆ B ⋀  B ⊆ C → A ⊆ C
تعتبر) ⊇,P(S)(، كما أن P(S)هي ترتیب جزئي على فئة القوى ⊇لذلك فإن 

.Posetترتیب جزئي 

:ملاحظة
:مثلا إذا كانت . ت جزئیة من بعضهم فئاP(S)لیس كل الفئات في فئة القوى 

S = {1,2,3}
,1}فإن  2} ⊈ {1, 3}
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.⊇أي لا یجوز المقارنة بین هاتین الفئتین بالعلاقة 

:تعریف
بحیثSعنصران في الفئة a ،bإذا كان ) S, R(في الفئة المرتبة جزئیا 

aإما           R bأوb R a

bفإن العنصرین  , aللمقارنة قابلانcomparable.
.incomparableأما إذا كان ذلك غیر صحیح فیعتبران غیر قابلین للمقارنة 

تعنــي Dحیــث ) (⁺D،Z(ن للمقارنــة فــي الترتیــب الجزئــي قــابلا9و 3هــل العنــصران :4مثــال
؟)قابلیة القسمةعلاقة

:الإجابة
.3تقبل القسمة على 9نعم لأن 

؟)⁺D،Z(قابلین للمقارنة في الترتیب الجزئي 7و 5هل العنصران :5مثال
:الإجابة

.5لاتقبل القسمة على 7وأیضا 7لاتقبل القسمة على 5لا لأن 

Total orderالترتیب الكلي    7.12

قـابلین للمقارنـة فـإن هـذه الفئـة تعتبـر مرتبـة ) S, R(إذا كان كل عنصرین فـي الفئـة المرتبـة جزئیـا
Linear orderكما تسمى ترتیبا خطیا Total orderكلیا 

ــال ,Z(الفئــة :1مث لأن كــل ) خطــي(هــي ترتیــب كلــي ) أقــل مــن أو تــساوي(تعنــي ≥حیــث ) ≥
aعددین صحیحین یكون مقارنتهما على النحو  ≤ bصحیحة.

تعنـي قابلیـة القـسمة لیـست مرتبـة ترتیبـا كلیـا لأن بعـض الأعـداد |حیث ) Z⁺, D(الفئة : 2مثال
.حة لا تقبل القسمة على بعض الأعداد الأخرىالصحی
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Well-Orderالترتیب الحسن   7.14

:تعریف
Leastلهـــا عنـــصر أدنـــى Sذات ترتیـــب كلـــي وكانـــت كـــل فئـــة جزئیـــة مـــن ) R,S(إذا كانـــت 

Element فإن)R,S ( تعتبر حسنة الترتیبordered-well.

)(هل الترتیب :1مثال Z, ترتیب حسن؟≥
.هي فئة الأعداد الصحیحةZحیث 

نعم فهو ترتیب كلي وأي فئة من الأعداد الصحیحة لها عنصر هو الأصغر مـن بـاقي : الاجابة 
.العناصر یسمى العنصر الأدنى

Sدع     :2مثال = Z⁺ × Z⁺
.فئة الأزواج الصحیحة الموجبة Sأي أن 

(a1,a2)ودع العلاقة              ≤ (b1,b2)

a1تعني أن   < b1

a1أو          = b1 and a2 ≤ b2

Lexicographic orderیسمى هذا الترتیب 

:حیث على سبیل المثال) أي الترتیب الأبجدي(وهو المستخدم في ترتیب الكلمات في القاموس 
"am" < "is"

، بینما iتأتي في الترتیب قبل aلأن 
"if" < "in"

a1(هنا الحالة  = b1 ( أي یتساوى النضیدان في الحـرف الأول فننظـر إلـى الحـرف الثـاني حیـث
"f":                  نجد < "n"

).الإثبات تمرین(well-orderedسن الترتیب هذا الترتیب الأبجدي یعتبر ح

حسنــــــة الترتیب ؟) ≥,Z(هل : 2مثال
)فئة الأعداد الصحیحةZحیث (
:الإجابة

{1-,2-,3-,…}لا ، حیث أن الفئة الجزئیة  ⊆ Z
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.well-orderedلیست حسنة الترتیب ) ≥,Z(لذلك فإن . لیس لها عنصر أدنى

)13(تمــــارین7.15

؟)فئة مرتبة جزئیا(Posetأي من الآتي یعتبر ) 1
a) (Z , = )
b) (Z , ≠ )
c) (Z , ≥ )
d) (Z , ∤ )

.تعني عدم قابلیة القسمة∤حیث 

:في الفئات المرتبة جزئیا التالیةincomparableجد عنصرین غیر قابلین للمقارنة أو ) 2
a) ( P{0,1,2} , ⊆)
b)  ({1,2,4,6,8} , | )

-wellحـــرفین یعتبـــر حـــسن الترتیـــب اثبـــت أن الترتیـــب الأبجـــدي للكلمـــات التـــي تتكـــون مـــن) 3

ordered . وأیضا یعتبر ترتیبا كلیاTotal-ordered.


