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 مقدمّة
والاجتماعٌة بعملٌة تكوٌن كثٌرًا ما نهتمُّ فً مجال الدراسات الالتصادٌة  

مجموعات جزئٌة من مجموعات أصلٌةّ وفك شروط محددة مُفترضة، كالاهتمام 
 بطبٌعة الأشٌاء، أو العناصر وترتٌبها فً الولت نفسه. 

كما ٌمكن أن تختلف الحالات عن بعضها بعضًا بافتراض عدم إمكانٌة تكرار  
ارها وٌساعدنا فً دراسة ذلن العناصر فً المجموعات الجزئٌة، أو بإمكانٌة تكر

 ما ٌسمّى بالتحلٌل التوفٌمً.
  

 التحليل التوفيقي
عدد الطرق الممكنة للمجموعات ضمن شروط ٌهتمُّ التحلٌل التوفٌمً بإعطاء  

معٌنة من خلال بعض المواعد الرٌاضٌاتٌه التًّ تسّهل هذا التكوٌن من جهة 
بسٌط العد واستنباط طرق أكثر وتمكّن من دراسة المجموعات المنتهٌة من خلال ت

وعدد الحالات الممكنة المرتبطة فعالٌة لحساب عدد الحالات المواتٌة )الملائمة( 
بذلن الحادث، وبالتالً ٌصبح حساب الاحتمالات من أهم التطبٌمات العملٌة 

للاستفادة للتحلٌل التوفٌمً؛ لهذا تتجلىّ ضرورة عرض تلن المواعد الرٌاضٌاتٌه 
 تطرق لموضوع الاحتمال ولوانٌنه.منها عند ال

 وعلٌه فإننا سنتناول فً إطار هذا الفصل الموضوعات التالٌة: 
 التراتٌب،ـ    
 ـ التوافٌك.   
لهذا الفصل، لابد من الإشارة  ٌنالمشكل ٌنعوضٌن الموولبل التطرق إلى هذ  

إلى نمطتٌن أساسٌتٌن تشكلان المرتكز الحمٌمً للتحلٌل التوفٌمً، وهما مبدأي 
 المجموع وحاصل الضرب.

 
 مبدأ المجموع 
iمجموعات منتهٌة ومنفصلة مثنى مثنى ) 1A،...،kAإذا كانت   jA A    لكل

i j:ّفإن ) 

1 1... k kA A A A      

 .مبدأ المجموعٌسمّى هذا المبدأ 
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 .kٌمكن إثبات مبدأ المجموع بواسطة الاستمراء الرٌاضٌاتً على  
 غالباً ما نستخدم الصٌغة المكافئة التالٌة لمبدأ المجموع عند حل المسائل:

وإذا كان لا  1A،...،kAأي من المهمّات ٌتطلب إنجاز  Aة إذا كان إنجاز المهمّ "  

ٌمكن إنجاز 
iA وjA  فً الولت نفسه لكلi j  وكان عدد طرق إنجاز

tA  هو

tn  ً1لكل عدد طبٌع t k ،  فإنّ عدد طرق إنجاز المهمّةA  1هو kn n  

 ."طرٌمة
 

  مبدأ حاصل الضرب
 مجموعات منتهٌة فإنّ: 1A،...،kAإذا كانت  

1 2 1 2k kA A A A A A     

 ٌسمّى هذا المبدأ مبدأ حاصل الضرب.
وبمكن بطبٌعة الحال إثبات هذا المبدأ وذلن بواسطة الاستمراء الرٌاضٌاتً على  
k. 
 غالباً ما نستخدم الصٌغة المكافئة التالٌة لمبدأ حاصل الضرب عند حل المسائل: 
 1A،...،kAٌتطلب إنجاز المتتالٌة التالٌة من المهمات  Aإذا كان إنجاز المهمّة " 

وإذا كان عدد طرق إنجاز المهمّة  (ثانٌاً وهكذا 2Aأولاً ثمّ المهمّة  1Aالمهمّة )

jA  1لا ٌعتمد على الكٌفٌة التً تمّ بها إنجاز المهمّاتA،...،1jA   لكل عدد

2طبٌعً  j k ،  وكان عدد طرق إنجاز المهمّةiA  هوin  لأجل كل

1 i k ،  فإنّ عدد طرق إنجاز المهمّةA  1هو kn n  طرٌمة". 

 
 0مثال
هً مجموعة  n. حٌث n. جد عدد عناصر mأبجدٌة عدد حروفها  لتكن 

 .حرفاً والتً حروفها من الأبجدٌة  nالكلمات المشكلة من 
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 حل
لتكن 

1 n    كلمة منn وٌمثل .
i  الحرف ذو المرتبةi  فً الكلمة 

من  iلأجل كل  من الأبجدٌة  1, , n. 

1طرٌمة لكل  mهو  iعدد طرق اختٌار الحرف  i n  كما أنّ اختٌار ،

لا ٌعتمد على اختٌار الحروف التً لبله. إذن استنادً إلى مبدأ حاصل  iالحرف 

nالضرب نجد 

n m  .وهو المطلوب 

 
 8مثال

ٌعمل فً مستشفى أربع أطباء وسبع ممرضٌن وثلاث فنٌٌن. بكم طرٌمة ٌمكن 
 ؟.تكوٌن فرٌك عمل مؤلف من طبٌب وممرض وفنً

 
 حل

اختٌار الطبٌب بأربع طرق وٌمكن اختٌار الممرض بسبع طرق وأخٌرًا  ٌمكن
ٌمكن اختٌار الفنً بثلاث طرق. استنادً إلى مبدأ حاصل الضرب عدد الطرق 

4الممكنة هو  7 3 84   .طرٌمة 
 

 3مثال
 كم عدداً مكونًّا من رلمٌن ٌمكن تكوٌنه بحٌث ٌكون مجموع رلمٌه عدداً فردٌاً؟.

 
 حل

من  x. ٌمكن اختٌار xهو رلم العشرات. نبدأ باختٌار  xهو رلم الأحاد و  yلٌكن 
المجموعة  1,2, لأنهّ لٌس رلمًا معبرًا عندما ٌكون على  0لا نختر الرلم  9,

ومهما كان عدد هذه الأصفار وفً هذا التمرٌن اشترط أن تكون  ٌسار أي عدد
 هذه الأعداد مكونة من رلمٌن معبرٌن.

فردٌاً فإنهّ  xهو تسع طرق. ونلاحظ أنهّ إذا كان  xإذن عدد طرق اختٌار الرلم  
من المجموعة  yٌمكن اختٌار  0,2,4,6,8 أمّا إذا كان ،x  زوجٌاً فإنهّ ٌمكن
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من المجموعة  yاختٌار  1,3,5,7,9  وبالتالً فإنّ عدد طرق اختٌارy  بعدx  هو

9. إذن عدد الأعداد المطلوبة هو 5 5 45  .ًعددا 
 

 4مثال
( والحالة ♀، أنثى ♂لنفترض أننا نودّ تصنٌف مجتمع ما وفك الجنس )ذكر

( فعدد الأصناف المختلفة وفك Vأرمل ، D، مطلك C، أعزب Mالعائلٌة )متزوج 
2السمتٌن هو  4 8  :وهذا ما تعكسه الشجرة الموالٌة 

 
 الحالة العائلٌة                                           

             M♂          M 

              C♂                               C                    الجنس 

              D♂                               D                     ♂ 

              V♂                               V  

               M♀                              M 

                C♀                              C                      ♀ 

                D♀                              D  

                V♀                              V  

 
أنهّ لدٌنا فرعان فً المرحلة الأولى وهذا تماشٌاً مع أنماط الصفة  نلاحظ   

)الجنس(، فً حٌن أنّ المرحلة الثانٌة لها أربع فروع وهذا تماشٌاً مع أنماط 
 الصفة )الحالة العائلٌة(.

  
 5مثال

فً إحدى الشركات الحدٌثة النشأة توجد وظٌفتان شاغرتان لرئٌس مصلحة 
لوظٌفة الأولى خمسة أشخاص وللثانٌة ثلاثة أشخاص. الموظفٌن ومحاسب، تمدم ل

 فٌكون عدد الطرق للتعٌٌن فً الوظٌفتٌن الشاغرتٌن كالتالً:
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طرق لشغل وظٌفة رئٌس مصلحة الموظفٌن، وتوجد ثلاث طرق لشغل  خمس
وظٌفة محاسب وذلن من أجل كل طرٌمة من الطرق الخمسة السابمة فنجد حسب 

5مبدأ حاصل الضرب أنّ عدد الطرق هو  3 15   طرٌمة لشغل هاتٌن
 الوظٌفتٌن الشاغرتٌن.

 
 0تمرين

وٌتمثل لررت وزارة الداخلٌة تمٌٌز سٌاراتها من خلال وضع ترلٌم خاص بها 
( تتبعها ثلاثة أرلام من A،...،Z) مختلفٌنهذا الأخٌر فً حرفٌن  0,1, ,9 

 بحٌث لا ٌكون الرلم الأوّل صفرًا.
 فكم عدد اللوحات التً ٌمكن طبعها لهذه السٌارات؟. 
 

 حل 
الحرف الأوّل ٌمكن  حرفاً فإنّ  62باعتبار عدد الحروف من اللغة اللاتٌنٌة 

طرٌمة، أمّا الرلم  65طرٌمة، والحرف الثانً ٌمكن اختٌاره بـ  62اختٌاره بـ 
طرق )باعتبار تواجد الصفر فً البداٌة أمرٌ مستبعد(  9بـ الأوّل فٌمكن اختٌاره 

طرق  00والرلم الثالث ٌمكن اختٌاره بـ  طرق 00والرلم الثانً ٌمكن اختٌاره بـ 
أٌضًا وذلن من أجل كل طرٌمة من الطرق السابمة. وبالتالً فإنّ عدد اللوحات 

 التً ٌمكن طبعها للسٌارات الخاصّة بوزارة الداخلٌة هو:

26 25 9 10 10 585000      
 لوحة.

 
 8التمرين

ٌوجد بمعهد الالتصاد ثلاثة ألسام: لسم الشعبة العامّة، لسم التخصص، ولسم تمنً 
، طالب على التوالً ونرٌد اختٌار ممثل لكل 26، 006، 662سامً، وبهذه الألسام 

إلى مجلس إدارة المعهد بكم طرٌمة ٌمكن اختٌار هؤلاء الممثلٌن  لسم لٌنظمّ 
 للطلاب؟.
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 حل
 006طرٌمة، وممثل التخصص بـ  662اختٌار ممثل لسم الشعبة العامّة بـ  ٌمكن

طرٌمة، وبالتالً وارتكازًا على مبدأ  26تمنً سامً بـ طرٌمة وأخٌرًا ممثل 
224حاصل الضرب توجد  112 82 2057216    طرٌمة لاختٌار مجموعة

 ممثلً هذه الألسام الثلاثة.
 

 مبدأ التقابل
f:إذا كان  A B  مجموعةتمابلاً من A مجموعة إلى B   ّفإنA B. 

 
 نموذج العينة للعد

لتكن  1, , nA a a  مجموعة ذاتn  عنصرًا. إنّ أخذ عٌنة منA  ٌعتمد على

 الإجابة على السؤالٌن التالٌٌن:
 فً هذه العٌنة أم لا؟الأوّل: هل ترتٌب العناصر مهمٌّ 

 الثانً: هل تكرار ظهور عنصر فً العٌنة ممبول أم لا؟.
 سنتحدث عن كل منها. إذن لدٌنا أربع حالات، ٌوضحها المثال التالً، 
 

 مثال
لنعتبر المجموعة التالٌة  1 2 3, ,A a a a. 

  Aالجدول المعطى أدناه العٌنات المكونة من عنصرٌن والمأخوذة من  ٌوضح
  

  التكرار ممبول التكرار غٌر ممبول

     

     

1 2 1 3 2 1

2 3 3 1 3 2

, , , , ,

, , , , ,

a a a a a a

a a a a a a
  

     

     

     

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

  

 
 الترتٌب مهم

     1 2 1 3 2 3, , , , ,a a a a a a  1 1 1 2 1 3

2 2 2 3 3 3

, , , , ,

, , , , ,

a a a a a a

a a a a a a

          

          
  

 الترتٌب غٌر
 مهم
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لتكن  1, , nA a a  مجموعة ما ذاتn .عنصرًا 

ٌكون أكبر من أن  r)ٌمكن لـ  " Aمن  rترتيبة بتكرار من الرتبة نسمًّ العٌنة " 
n ):إذا كان ٌسمح فٌها بالتكرار والترتٌب فٌها مهم ونكتبها على الشكل

 1, , rx x ( ٌمكن إثبات أنّ عدد 0بمنالشة مماثلة لما فعلنا فً المثال )

والذي نرمز له بالرمز  nمن  rالترتٌبات بتكرار من الرتبة 
n

r

RA  هوrn. :أي 

n

r r

RA n  

A  "(0من  rترتيبة من الرتبة ونسمًّ العٌنة "   r n  ) إذا كان لا ٌسمح فٌها
بالتكرار والترتٌب فٌها مهم ونكتبها على الشكل:  1, , nx x  معi jx x  لكل

i j  حٌث ,i j  تنتمً إلى  
2

1, , n. 

 
 مبرهنة

 هو: nمن  rعدد الترتٌبات من الرتبة 

 
!

!

r

n

n
A

n r



  

                          1 1n n n r     

 
 إثبات
لتكن  1, , nA a a  مجموعة ذاتn  عنصرًا ولتكن 1, , nx x  ترتٌبة من

 . نلاحظ أنّ:Aمن  rالرتبة 
  nهو  1xطرق اختٌار عدد  -0

  1nهو  2xعدد طرق اختٌار  -6

  2nهو  3xعدد طرق اختٌار  -3

  
r-  عدد طرق اختٌارrx  1هوn r   
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وحٌث أنّ الاختٌارات مستملةّ فً كل مرحلة، فحسب مبدأ حاصل الضرب ٌكون 
العدد هو  nمن  rعدد الترتٌبات من الرتبة    1 1n n n r  . 

وكذا نرمز لعدد التبدٌلات من  Aتبدٌلة من  Aمن  nنسمًّ الترتٌبة من الرتبة  
nP!وتكون  nPبالرمز  nالرتبة  n. 

A  "(0من  rتوفيقة من الرتبة  " نسمًّ r n  ) كل مجموعة جزئٌة منA 
الترتٌب فٌها غٌر مهم ولا ٌسمح  rسعتها  Aمن عنصرًا. أي هً كل عٌنة  rذات 

 فٌها بالتكرار.
نرمز لها كما هو معروف بـ  1, , rx x. 

 
 مبرهنة

 هو: nمن  rعدد التوفٌمات من الرتبة 

 
!

! !

r

n

n
C

r n r



 

 
 إثبات

0إذا كان  r  ّالمجموعة الجزئٌة الخالٌة هً الوحٌدة التً لا تحوي أي  فإن
 عنصر.

0لنفترض إذن أنّ  r لاحظ أنّ أيّ مجموعة جزئٌة عدد عناصرها .r  تمابل!r 
 .Aمن  rترتٌبة من الرتبة 

مختلفة من أيّ مجموعة  Aمن  rمن الرتبة  ترتٌبة r!كذلن ٌمكننا الحصول على 
 . وبناءً علٌه فإنّ:rعدد عناصرها  Aجزئٌة من 

!r r

n nA C r   

 وبالتالً:                      
1

!

r r

n nC A
r

  

 
 

!

! !

n

r n r



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 5مثال
كانت ورلة اختبار تحوي سبعة أسئلة وكان على الطالب أن ٌجٌب عن خمسة  إذا

 أسئلة فمط، فبكم طرٌمة ٌمكن للطالب أن ٌجٌب على الاختبار؟.
 

 جواب
3عدد طرق الإجابة هو 

7 21C . 

 
 6مثال
مهندسًا فً شركة، ومن أجل تنفٌذ أحد المشارٌع ترٌد الشركة اختٌار  06 ٌعمل

 مهندسٌن. 5فرٌك عمل مؤلف من 
 أ( بكم طرٌمة ٌمكن للشركة أن تختار فرٌك العمل؟

ب( بكم طرٌمة ٌمكن للشركة أن تختار فرٌك العمل إذا أصرّ مهندسان على العمل 
 معاً؟

فرٌك العمل إذا رفض مهندسان أن ٌعملا أن تختار ج( بكم طرٌمة ٌمكن للشركة 
 معاً؟

 
 حل

5أ( عدد الطرق الممكنة هو 

12 792C . 

 bو  aإلى المهندسان اللذان ٌصرّان على العمل معاً. إذا كان  bو  aب( لنشر بـ 
3ضمن الفرٌك المختار فإنّ عدد الطرق الممكنة لاختٌار الفرٌك هو 

10C أمّا إذا ،

فإنّ عدد الطرق الممكنة لاختٌار  bو  aكان الفرٌك المختار لا ٌتضمن كلاً من 
5الفرٌك هو 

10C إذن، بالاستناد إلى مبدأ المجموع نجد أنّ عدد الطرق الممكنة .

3هو  5

10 10 120 252 372C C    .طرٌمة 

ضمن الفرٌك  aبنفس الترمٌز السابك ٌمكننا المول أنهّ إذا كان  ج( بالاحتفاظ
لٌس ضمن الفرٌك وبالتالً فإنّ عدد الطرق فً هذه الحالة هو  bالمختار فإنّ 

4

10C بالمثل إذا كان .b  4ضمن الفرٌك المختار فإنّ عدد الطرق هو

10C. 

5فإنّ عدد الطرق هو  bو  aفرٌك لا ٌتضمن كلاً من أمّا إذا كان ال

10C. 
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 إذن، بالاستناد إلى مبدأ المجموع نجد أنّ عدد الطرق الممكنة هو:
4 4 5

10 10 10 2 210 252 672C C C      

 
لتكن   1, , nA a a  مجموعة ذاتn " ًّتوفيقة بتكرار من عنصرًا. نسم 

( nأن ٌكون أكبر من  r)ٌمكن لـ  rسعتها  Aعٌنة من  كلّ  " Aمن  rالرتبة 
,1الترتٌب فٌها غٌر مهم وٌسمح فٌها بالتكرار ونكتبها على الشكل  , nx x  . 

,وفماً لِما ذكُر أعلاه فإنّ  , , , , ,a a b c c c d    من أي   7توفٌمة بتكرار من الرتبة

تحوي المجوعة  Aمجموعة  , , ,a b c d وفٌها تكرار كل من .a،b،c،d ٌساوي 

 على الترتٌب. 6،0،3،0
 

 مثال
من  3التوفٌمات بتكرار من الرتبة  ,a b :ًه 

, , , , , , , , , , ,a a a a a b a b b b b b                

 
 مبرهنة

 هو: nمن  rعدد التوفٌمات بتكرار من الرتبة 
 

 
1

1 !

! 1 !

r r

n n r

n r
K C

r n
 

 
 


  

 
 إثبات
لتكن  1, , nA a a  مجموعة منn .لكل توفٌمة بتكرار من الرتبة  عنصرًاr 

عموداً وسطرٌن. نضع فً مستطٌلات السطر  n، نكوّن جدولاً مكوناً من Aمن 
من  iعلى الترتٌب، ولكل  1a،...،naالأوّل من الٌسار إلى الٌمٌن العناصر 

 1, ,n  نضع فً المستطٌل أسفلia  نجومًا عددها ٌساوي عدد مرات ظهور

. نلاحظ أنّ عدد النجوم Aمن  rفً هذه التوفٌمة بالتكرار من الرتبة  iaالعنصر 
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1. فمثلاً التوفٌمة بتكرار rاوي فً مستطٌلات السطر الثانً ٌس 1 1 3, , ,a a a a    من

المجموعة  1 2 3, ,a a a :ًٌمابلها الجدول التال 

3a  2a  
1a  

*   ***  
 

تمابله توفٌمة  rوبالعكس، أي جدول عدد النجوم فً مستطٌلات السطر الثانً فٌه 
 وعلٌه ٌوجد تمابل بٌن التوفٌمات بتكرار والجداول. Aمن  rبتكرار من الرتبة 

 لحساب عدد الجداول نجري التغٌٌر التالً على الجدول:
من الصّف الأوّل والخطٌنّ  " نحذف الخطوط الأفمٌة الثلاثة كما نحذف العناصر

الرأسٌٌن الأوّل والأخٌر من الجدول ". فمثلاً الجدول السابك ٌصبح بعد التغٌٌر 
||إلى هذه الشفرة    وبالعكس التشفٌر| |   ٌمابل التوفٌمة بتكرار التالٌة

2 2 3 3, , ,a a a a   إذن استناداً إلى مبدأ التمابل ٌكون عدد التوفٌمات بتكرار من .

خطًا رأسٌاً. ولحساب  1nنجمة و rمساوٌاً لعدد التشكٌلات لـ  nمن  rالرتبة 
1nهذا العدد نلاحظ أنهّ لدٌنا  r   مكاناً، إذا اخترناr  مكاناً للنجوم فستكون

مكاناً  rالأمكنة الأخرى المتبمٌة للخطوط الرأسٌة. وحٌث أنّ عدد طرق اختٌار 
1nمن  r   1مكاناً هو

r

n rC    فإنّ عدد التوفٌمات بتكرار من الرتبةr  منn  هو

1

r r

n n rK C  . 

 
 خواص مهمّة

0 )r n r

n nC C ، 

6 )r r

n n r

n
C C

n r



،  (r n) 

3 )0 1n

n nC C ، 

2 )1 1n

n nC C n  ،  

5 )!r r

n nA r C، 

2 )0 0 1n nA C ،  
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7 )1 !n n

n n nA A n P  .  

 
 مبرهنة )متطابقة الكرجي وباسكال(
1nمن أجل كل عددٌن طبٌعٌٌن ٌحممّان  k  :فإنّ المطابمة التالٌة محممّة 

1

1 1

k k k

n n nC C C 

    

 
 إثبات
لتكن  1, , nA a a  مجموعة عدد عناصرهاn ولتكن .B  مجموعة جزئٌة من

A  عدد عناصرهاk (1 k n  نمٌزّ حالتٌن: إمّا أن تكون .)na  تنتمً إلىB  أو

 kذات  A. حسب مبدأ المجموع فإنّ عدد المجموعات الجزئٌة من Bلا تنتمً إلى 
والتً لا تحوي  عنصرًا kذات  Aعنصرًا ٌساوي عدد المجموعات الجزئٌة من 

na  مضافاً إلٌه عدد المجموعات الجزئٌة منA  ذاتk  عنصرًا والتً تحويna. 

عدد المجموعات الجزئٌة الأولى ٌساوي عدد المجموعات الجزئٌة من  \ nA a 

1عنصرًا، إذن ٌساوي  kذات 

k

nC  فً حٌن ٌساوي عدد المجموعات الجزئٌة ،

الثانٌة عدد المجموعات الجزئٌة من  1 1, , na a   1ذاتk   عنصرًا، إذن

1ٌساوي 

1

k

nC 

  1وعلٌه

1 1

k k k

n n nC C C 

  . 

 
 دستور ثنائي الحد

 فإنّ: n، وأي عدد طبٌعً yو  xمن أجل كل عددٌن حمٌمٌٌن 

   
0

n
n k k n k

n

k

x y C x y 



    

 
 إثبات

0. المبرهنة صحٌحة عندما nنستدل بالتراجع على  n  لأنّ الطرف الأٌسر

ٌساوي  
0

1x y  0، كما أنّ الطرف الأٌمن ٌساوي 0 0

0 1C x y . 

الآن أنّ العلالة  لنفترض   تظل لائمة إلى غاٌة رتبة ماk:ّأي أن ، 
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  0 1 1 2 2 2k k k k k k

k k k kx y C y C xy C x y C x        

1kالتً تلٌها أي ولنثبت أنّ هذه الأخٌرة تبمى سارٌة من أجل الرتبة   نرٌد إذن
 إثبات صحة المساواة التالٌة:

 
1 0 1 1 2 2 1 1 1

1 1 1 1

k k k k k k

k k k kx y C y C xy C x y C x
    

          

 نلاحظ أنّ 

    
1k k

x y x y x y


     

 ومن فرضٌة التراجع نجد

   
1 0 1 1 2 2 2k k k k k k

k k k kx y x y C y C xy C x y C x
            

     

0 1 2 1 1 1 0 1

1 1 1 2

k k k k k k k

k k k k k

k k k k k

k k k

C xy C x y C x y C x C y

C xy C x y C x y

   

 

      

   
  

     0 1 0 1 1 1k k k k k k k

k k k k k kC y C C xy C C x y C x         

               0 1 1 1 1

1 1 1 1

k k k k k k

k k k kC y C xy C x y C x  

        

علمًا أننا حصلنا على المساواة الأخٌرة باستخدام متطابمة الكرجً وباسكال 

نلاحظ أنّ عدد الحدود المختلفة فً تفكٌن  
n

x y  1ٌساويn. 

 
  0مثال

 
0

2 1 1
n

nn k

n

k

C


    

   
0

1
n

n n kk k n k

n

k

x y C x y
 



    

 عنصرًا. nهو عدد كل أجزاء أي مجموعة ذات  2nلاحظ أنّ 
 

 8مثال
0 2 4 1 3 5 12n

n n n n n nC C C C C C          

 .*من  nمن أجل كل 
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 مبرهنة
نوعًا بحٌث عدد العناصر المأخوذة  kمن العناصر المأخوذة من  nإذا كان لدٌنا 

هو  iمن النوع رلم 
ir  لكلi  من 1, ,k فإنّ عدد تشكٌلات هذه العناصر ،

ٌساوي 
1 2

!

! ! !k

n

r r r
. 

 
 إثبات
مكاناً  1rٌمكن أن نختار  1rمكاناً للعناصر من النوع الأول والتً عددها  nلدٌنا 

1rمكاناً بـ  nمن 

nC .طرٌمة 

1nمكاناً من  2rٌمكن أن نختار  2rأمّا العناصر من النوع الثانً والتً عددها  r 

2مكاناً بـ 

1

r

n rC   1طرٌمة بعد اختٌارr  مكان منn  مكان. وعمومًا للعناصر من

مكاناً من  irٌمكن أن نختار  irوالتً عددها  iالنوع رلم  1 2 1in r r r    

مكاناً بـ  1 2 1

i

i

r

n r r r
C

   
من  iطرٌمة، لكل   2, ,k ومن مبدأ حاصل الضرب .

 ٌنتج المطلوب.
 

 مثال
  ؟ ABACDDEFAكم عدد الكلمات الممكن تشكٌلها )أو تكوٌنها( من حروف كلمة 

 
 الجواب

عدد الكلمات هو: 
9!

30240
3! 2! 1!


 

 كلمة. 

 
 نموذج التوزيع للعد

 للعد.ٌهدف هذا البند إلى تمدٌم نموذج التوزٌع 
 صندولاً، ثلاثة أسئلة مهمّة فً هذا السٌاق: nكرة نرٌد توزٌعها على  rلدٌنا 

 الأوّل: هل الكرات مختلفة أم متطابمة؟
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 الثانً: هل من الممكن أن ٌحوي الصندوق أكثر من كرة؟
 الثالث: هل الصنادٌك مختلفة أم متطابمة؟

أربع حالات ٌوضحها  فً هذا البند سنفترض أنّ الصنادٌك مختلفة. إذن لدٌنا 
 المثال التالً:

 مثال
 لكرتٌن على ثلاثة صنادٌك مختلفة.ٌوضح الجدول التالً كل التوزٌعات الممكنة 

 

كل صندوق ٌحوي كرة 
 على الأكثر

لا شروط على عدد 
 الكرات فً كل صندوق

 

     1 2b b 

     1 2b b  

     2 1b b  

     2 1b b  

     1 2b b  

     2 1b b   

     1 2b b  

     1 2b b  

     1 2b b  

     1 2b b  

     1 2b b 

     2 1b b  

     2 1b b  

     1 2b b
 

      2 1b b   

 
 
 
 
 

 الكرات مختلفة

     b b  

     b b  

     b b  

     bb  

     bb  

     bb  

     b b  

     b b 

     b b   

 

 

 

 الكرات متطابمة
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كرة مختلفة  rلٌكن لدٌنا توزٌع لـ  1, , rb b  علىn  صندوق من الصنادٌك

المختلفة  1, , na a. 

نكوّن ترتٌبة بتكرار  1, , rx x  من الرتبةr  من المجموعة 1, , na a 

 مستخدمٌن التوزٌع المعطى كما ٌلً:

ix  هو الصندوق الذي ٌحوي الكرةib  لكلi  من 1, , r. 

وبالعكس، إذا كانت  1, , rx x  ترتٌبة بتكرار من الرتبةr  من مجموعة

الصنادٌك  1, , na a  فإننا نكوّن توزٌعاً للكرات المختلفة 1, , rb b  على

 الصنادٌك مستخدمٌن التوزٌع التالً:
من  iلكل  ixفً الصندوق  ibنضع الكرة  1, , r. 

من الصنادٌك المختلفة تمابل الترتٌبات  nكرة مختلفة على  rوعلٌه، توزٌعات 
 .nمن  rبتكرار من الرتبة 

كرة مختلفة  rوبالمثل ٌمكن توضٌح أنّ توزٌعات  1, , rb b  علىn  من

الصنادٌك المختلفة  1, , na a  والتً لا ٌحوي فٌها صندوق أكثر من كرة تمابل

من المجموعة  rالترتٌبات من الرتبة  1, , na a وعلٌه، حسب ما سبك ٌنتج .

 أنّ:
 

 مبرهنة
 صندولاً مختلفاً ٌساوي: nكرة مختلفة على  r( عدد طرق توزٌع 0

Rn

r rA n  

من الصنادٌك المختلفة بحٌث لا ٌحوي  nكرة مختلفة على  r( عدد طرق توزٌع 6
 أي صندوق أكثر من كرة واحدة، ٌساوي:

 
!

!

r

n

n
A

n r



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من الصنادٌك المختلفة  nكرة متطابمة موزعة على  rلتكن لدٌنا  1, , na a. 

,1لكل توزٌع نأخذ عٌنة  , rx x    من المجموعة 1, , na a  الترتٌب فٌها غٌر

هً الصنادٌك التً تحوي  1x،...،rxحٌث  rمهم وٌسمح فٌها بالتكرار وسعتها 

 الكرات.
,1وبالعكس، كل عٌنة  , rx x    سعتهاr  من المجموعة 1, , na a  لا ٌكون

 rفٌها الترتٌب مهمًا وٌسمح فٌها بالتكرار تمابل توزٌعاً لكرات متطابمة عددها 
من الصنادٌك المختلفة  nعلى  1, , na a :ًكما ٌل 

ٌساوي عدد مرات  iaالكرات فً الصندوق  نوزع الكرات بحٌث ٌكون عدد

,1فً العٌنة  iaظهور العنصر  , rx x   وعلٌه، ٌوجد تمابل بٌن توزٌعات .r 

من الصنادٌك المختلفة  nكرة متطابمة على  1, , na a  والعٌنات التً سعتهاr 

 .nوالتً لا ٌكون فٌها الترتٌب مهمًا والمأخوذة من مجموعة عدد عناصرها 
لاحظ أنهّ إذا كان كل صندوق ٌحوي كرة على الأكثر، فإنّ العٌنات فً هذه   

فً الحالة تكون مجموعات. أمّا إذا لم ٌكن هنان شروط على عدد الكرات 
بتكرار. من ذلن وما سبك  الصنادٌك فإنّ العٌنات فً هذه الحالة تكون توفٌمات

 نستنتج أنّ:
 

 مبرهنة
 من الصنادٌك المختلفة ٌساوي: nكرة متطابمة على  r( عدد طرق توزٌع 0

1

r r

n n rK C    

من الصنادٌك المختلفة بحٌث لا  nكرة متطابمة على  r( عدد طرق توزٌع 6
 ٌحوي أي صندوق أكثر من كرة ٌساوي:

 
!

! !

r

n

n
C

r n r



  

 لنلخّص ما توصلنا إلٌه:
 
 



 المدرست العليا للأساتذة ـ القبت ـ

 التحليل التوفيقي
 

19 

 

 نموذج العينة للعد
 

  التكرار ممبول التكرار غٌر ممبول

 ترتٌبات

 
!

!

r

n

n
A

n r



  

 ترتٌبات بتكرار

n

r r

RA n  
 

 الترتٌب مهم

 توفٌمات

 
!

! !

r

n

n
C

r n r



  

 توفٌمات بتكرار

1

r r

n n rK C    
 

 الترتٌب غٌر مهم

 
 خواص مهمّة

0 )r n r

n nC C ، 

6 )1

r r

n n

n
C C

n r



،   r n  

3 )0 1n

n nC C ، 

2 )1 1n

n nC C n  ، 

5 )1

1 1

r r r

n n nC C C 

  ،   1 r n   

2 )!r r

n nA r C، 

7 )0 0 1n nA C ، 

2 )1 !n n

n n nA A n P  ، 

9 )   2

0

, , ,
n

n k k n k

n

k

a b n a b C a b 



     . 
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 نموذج التوزيع للعد
 

كل صندوق ٌحوي كرة 
 على الأكثر

لا شروط على عدد 
 الكرات فً الصندوق

 nعدد الصنادٌك هو 
 

 rعدد الكرات هو                

 
!

!

r

n

n
A

n r



  n

r r

RA n        الكرات مختلفة 

 
!

! !

r

n

n
C

r n r



  1

r r

n n rK C    الكرات متطابمة 

 
 مصطلحات مهمّة في السحب

 "السحب بدون إرجاع": التكرار غٌر ممبول.
 "السحب بإرجاع": التكرار ممبول.

 "السحب تلو الأخرى": الترتٌب مهم.
 "السحب دفعة واحدة": الترتٌب غٌر مهم. 


