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 الفصل الخامس 
  يالاهتزاز القسر  

(Forced Vibration) 
 خل3دم 5.1

. إذا كانت قوة الإثارة أو الاضطراب سمى اىتزاز قسريعندما يكون الاىتزاز ناجم من قوة خارجية ي  

القوى . ومن مصادر ييتز بذبذبة مساوية لذبذبة القوةالجياز  ن  إ، فطة عمى الجياز توافقيةالمسم  

. ىذه الإثارة لقوى الناتجة من الحركة الترددية، واي الآلاتالأجزاء الدوارة ف يالتوافقية عدم الاتزان ف

و ضار ن  ألى إ، بالإضافة ي يتأثر أداؤىاالأجيزة المتصمة بيذه الآلات والت يتكون مرغوبة ف قد لا

ي ناوء ، ولتفادمةظم الحالاتي . كما يجب تفادى الرنين فنااء إذا كانت سةة الحركة كبيرةللئ

ميم . ودراسة سموك ىذه الأجيزة ات الاىتزازدات وماص  المخم   م، كثيراً ما تستخدسةات حركة كبيرة

ي ن تكون عمى اكل قوة أو إزاحة لنقطة ما فأ. الإثارة التوافقية يمكن لكى تؤدى دورىا بكفاءة عالية

 يحدة من الحرية ومزود بمضائل لزج كما فالبداية عمى جياز لو درجة وا ي. سنركز فالجياز

 .أدناهالرسم 

 
 :مةادلة الحركة

                  tFkxxcxm sin0  

 ،ويمكن كتابتيا ىكذا
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             t
m

F
xpxpx  sin2 02   

. ي وينذت  مذن المةادلذة الصذفرية، والحذل الخذا الحذل التكميمذ ،حل ىذذه المةادلذة يتكذون مذن جذزئين

. فذي الفصذل السذاب ىذه الحالة ىو حل الاىتزاز الحذر المتضذائل الذذى ورد ذكذره  يف يالتكميم الحل

  ،ن نفترضو ىكذاأ، ويمكن الحل الخا  يمثل الحالة المستقرةو 

                    tXx sin 

نة مع قوة الإثذارة. ولإيجذاد سذةة الحركذة زاوية الطور للئزاحة مقار  ىى سةة الحركة و X ن  أحيث 

 مةادلة الحركة  يوزاوية الطور يتم تةويض الحل المفترض ف

                                                                                 tXx cos 
                                                                             tXx sin2 

      t
m

F
tXptxptX  sinsincos2sin 022  

 ،وضنة  

                                                  
2


 t 

 ،لنحصل عمى

       )1(cos022 
m

F
Xp  

 ،ضنةو  

                                                    0t 

 

  ،لنحصل عمى

        )2(sin2 0 
m

F
Xp  

  ،جمةيما لنحصل عمىأ( ثم 2( ،)1من المةادلتين ) ع كل  رب  



4 

 

                           
   2

222

0

2

/

 pp

mF
X



 

Pوىذه يمكن إعادة كتابتيا بةد قسمة الةموي والسفمي عمى
 كما يمى    

                               
   2

22
0 21

1

rrX

X



 

                              ،ن  أحيث 
p

rو
k

F
X


 0

0 

الحذد عمذى يمذين  ن  إ، وعميذو فذ Fالانحذرا  الاسذتاتيكى النذاجم مذن تسذميط الحمذل  يىذ  Xلاحظ ان 

 ،ن  أ ي، أ المةادلة ىو عامل التكبير وسنرمز لو بذ

          
   2

22 21

1

rr 




 

  ،( نحصل زاوية الطور2( عمى المةادلة )1وبقسمة المةادلة )

                  








2

2
tan

p

p 

  ،يمكن كتابتيا كما يمى يوالت

                   
21

2
tan

r

r





 

 :ح بةض قيم الإزاحة وزاوية الطورالجدول التالي يوض  

 
0/ XX r 

    0 

2


 

2

1 1 

 0  
النسذذبة  ن  ألاحذذظ 

0X

X عنذذدما تكذذون r =1 فذذإذا كذذان يذذازالج فذذي، تةتمذذد عمذذى المضذذاءلة المتذذوفرة .

فذذان   0 يمذذن المضذذاءلة أ لجيذذاز خذذال  ا
0X

X  صذذبح النسذذبة . ولكذذن بوجذذود المضذذاءلة، ت
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النسبة عند الذرنين  ن  أنجد  1صبح المضاءلة حرجة ، وعندما ت  محدودة
2

1

0


X

X الرسذم التذالي .

 .أارنا إليياتي ح الةلبقات اليوض  

 

 
 .ح أدناهنفس المةادلات بطريقة الرسم كما موض   جويمكن استنتا
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 ،ن  أحيث نلبحظ 

                                                                             tFF sin0  

                                               )sin(   tXx 

  ،كما يمي Fmوالقصور  Fcوالمضائل  Fkالياي   فيوالقوى 

                                                             )sin(   tkXkxFk 

                    









2
)(sin)cos(


 tXktXkxcFc

 

     )(sin)sin( 22 tXmtXmxmFm
 

 :يتومن الرسم  يمكن استخلب  الآ

                                                           2

0

222 FXcXmkX   

                                 
2

02222 )2()( 









m

F
XpXp  

  ،يمكن إعادة كتابتيا بالصيغة المألوفة يوالت

                                                               
   2

22
0 21

1

rrF

Xk



 

                                        
22 1

2
tan

r

r

XmkX

Xc












 

 r      و r =1 و      r ط القذوى لمحذالات الذثلبث وىذى يمكذن دراسذة سذموك الجيذاز مذن مخط ذ

 .حة أدناهطات موض  ، والمخط     
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، وبالتذذالي تكذذون زاويذذة الطذذور صذذغيرةرة ، تكذذون قذذوة القصذذور والمضذذاءلة صذذغيr<<1عنذذدما تكذذون 

زاويذة الطذور  ن  إ، فذ r=1. وعنذدما تكذون تكذون مسذاوية تقريبذاً لقذوة اليذاي القوة المسمطة ن  إوبالتالي ف

، بينمذا أكبذر وتوازييذا قذوة اليذاي. قوة القصذور الآن ط كما في الرسم، ويصبح المخط  درجة 90تكون 

، و تتجذذو درجذذة 180تقتذذرب مذذن   فذذان <<1r. وعنذذدما تكذذون ةقابذذل قذذوة المضذذاءلطة تالقذذوة المسذذم  

مةادلذذة الحركذذة القذذوة المسذذمطة كميذذا تقريبذذاً لمتغمذذب عمذذى قذذوة القصذذور ويمكذذن عمذذى أيذذة حذذال اسذذتنتاج 

 :التالية

)1sin(
)2()1(

)sin(
)( 1

2

1
222

0 


  



  tpeX

rr

t

k

F
tx pt 

  3الأجزاء الدوارة فيعدم الاتزان       

. نأخذذذذ جيذذذاز ييتذذذز فذذذي الاتجذذذاه  دوارة مصذذذدر اذذذائع لإثذذذارة الاىتذذذزازلأجذذذزاء الذذذا فذذذيعذذذدم الاتذذذزان  ن  إ

 .ح في الرسم أدناهارة غير متزنة كما موض  سي بواسطة آلة دو  أالر 

 
 .eوالاتمركز   تدور بسرعة  mعدم الاتزان تم تمثيمو بكتمة لاتمركزية 

 :مةادلة الحركة

                           tmekxxcxM  sin2  

 ،ويمكن إيجاد سةة الحركة وزاوية الطور

                                                     
222

2

)2()1( rr

r

me

MX


  
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21

2
tan

r

r





 

 ،والحل الكامل

                                                )1sin()( 1

2

1    tpextx pt 

                 )sin(
)2()1( 222

2







 t
rr

r
M

me

 

 
 3(1)مثال

ذ فيآلة مزدوجة مثيرة للبىتزاز استخدمت  . حاىتزاز جياز يتكون من كتمة وياى ومضائل كمذا موض 

كبيذذرة بةذذد الذذرنين ولمذذا زيذذدت السذذرعة زيذذادة  6mmويتغيذذر سذذرعة دوران الآلذذة تذذم تسذذجيل سذذةة رنذذين 

 .الجياز في. أوجد نسبة المضاءلة 0.8mmالسةة تقترب من  ن  أوحظ ل  

                                                       mmXr 6,1 1  
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                       )1(
2

11




me

XM 

                                                   mmXr 8.0,1 2  

                )2(12 
me

XM 

 (1( عمى المةادلة)2اقسم المةادلة)

                                                                     
2

1

2

1 
X

X 

0666.0
6

8.0

2

1

2

1

1

2 


















X

X
 

 3الأرضية حركة     

 .الرسم فيح رة الجياز بحركة أرضية كما موض  حالات عديدة تتم إثا في

 
 :مةادلة الحركة

                                              kyyckxxcxm   

        ypypxppxx 2

2 22    

 ،ضعو  

                                                              tYy sin 

                    )sin(   tXx 

 :صبح مةادلة الحركة كما يمىلت  
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                   )cos(2)sin(2   tXptX 
         tYptYptXp  sincos2)sin( 22  

                                                             
2

 t 

)1(cossin2)( 222  YpYpXp  
                                                                0t 

)2(sincos22 2  YpYpXp  
  ،جمةيما لتحصل عمىأ( و 2( و)1ع )رب  

                                              
222

2

)2()1(

)2(1

rr

r

Y

X








 

                
22

3

)2()1(

2
tan

rr

r







 

والنسبة بين 
Y

X ن  أ ي، أتةر  بالمنقولية،  

                                                                      TR
Y

X
 

                  
222

2

)2()1(

)2(1

rr

r
TR








 

 3عزل الاهتزاز      

، ولكن أثرىا عمى يمكن تفادييا الآلات والماكينات عادة لا فيالقوى الناجمة من الاىتزاز  ن  إ

الرسم أدناه  في.   يايات مناسبة تةر  بالةوازلالأجيزة يمكن التقميل منو بمقدار وافر عن طري

 .ول إيجاد القوة المنقولة للؤرضيةنحا

 

 



11 

 

 
                          22

XckXFT  

                     2

)2(4 ppX
m

FT  

              2
22

0 XcXmkXF   

            2

)2()( 2220  ppX
m

F
 

               
222

2

0 )2()1(

)21(

rr

r

F

FT








 

 ن  أوالواضح 
0F

FT  مماثمة لمةلبقة
Y

X المنقولية في ىذه المرة ن  أي أ، 

            
222

2

)2()1(

)2(1

rr

r
TR








 

مسالة عزل كتمة عن حركة الأرضية مماثمة لةزل الأرضية عن قوى الاىتزاز . والرسم  ن  إوبالتالي ف

ومن الملبحظ عندما   2rالمنقولية تقل عن واحد فقط عندما تكون  ن  أح المرف  يوض  

ذي ياتمل عمى ائل أفضل في تقميل المنقولية من الجياز الالجياز بدون مض ن  إف 2rتكون

سةة الحركة  ن  أبةض المضاءلة مطموبة بالطبع وذلك لتجاوز منطقة الرنين عمى الرغم  .مضائل

  .عند الرنين يمكن التحكم فييا باستخدام نواطير

 .كما في الرسم أدناه Mة حركة بتثبيت الآلة عمى كتمة كبير يمكن تقميل سةة ال
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  ،المنقولية تكون ن  إحالة تجاىل المضاءلة ف فيو 

                                      
1

1
2 


r

TR 

 .2r  ن  أومفيوم في ىذه الحالة 

 3(2)مثال

ار وليا عضو دو   700kN/mمسنودة عمى عدد من اليايات مجموع ثوابتيا  100kgآلة كتمتيا 

. عمى افتراض نسبة المضاءلة /الدقيقةلفة     عند سرعة  350Nمتزن ينت  قوة إثارة  غير

2.0،  

 )ج( القوة المنقولة .   )ب( المنقولية  )أ( سةة الحركة   -أوجد :

 الحل3

         m=100kg          ،       k  =700kN/m            

                         sradNF /314
60

30002
,3500 





 

 

  ،سةة الحركة ( أ)

                srad
m

k
p /7.83

100

10.700 3

 

                    mmm
k

F
X 5.0

10.700

350
3

0
0  
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                               75.3
7.83

314


p
r

 

                           
22 )2()1(

1

rr 



 

      
222 )75.32.02()75.31(

1


 

                                          0761.0 

                                               
0X

X 

      mmmX 038.05.00761.0  

 ،)ب(  المنقولية

                            
222

2

)2()1(

)2(1

rr

r
TR








 

        137.0
)75.32.02()75.31(

)75.32.02(1

222

2





TR 

 ،)ج(  القوة المنقولة

                                                                     TR
T

FT 
0

 

           NNFT 48350137.0  

 3ماصة الاهتزاز 5.5

وة الإثذارة كمذا فذي الرسذم أدنذاه عمذى ذبذبذة قذ k ويذاي   mعندما يتم ضبط منظومة تتكون مذن كتمذة 

بحيذذث تكذذون 
2

22

m

k
وتقذذوم بتقمذذي  سذذةة حركذذة الكتمذذة زالمنظومذذة تةمذذل ماصذذة للبىتذذزا ن  إ، فذذ ،

  .الى الصفر  mالرئيسية 
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 ، mمةادلة الحركة لمكتمة 

                                     1121211 sin)( xmtFxxkxk 
   

(1)                   t
m

F
xpxppx o sin

1

2

2

1

22

111  

  ،ن  أحيث 

                    
1

22

21

1

12

11 ,
m

k
p

m

k
p   

 ، mمةادلة الحركة لمكتمة 

                                                           22122 )( xmxxk  

(2)                                       01

2

222

2

222  xPxPx           

 ،أن  حيث 

                                            
2

22

22
m

k
P   

       نفترض الحل            tXxtXx sin,sin 2211  

 ،( تصبحان2( و )1المةادلتان )

(3)       t
m

F
tXPtXPP  sinsinsin

1

0
2

2

1

222

11  
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(4)                     0sinsin 1

2

222

22

22  tXPtXP   

  ،ض( عو  4في المةادلة )

                          
2

,0


  tt  

  ،لنحصل عمى

                   





 ,122

22

2

22
2 X

P

P
X 

  ،(3ض في المةادلة )عو  

            
m

F
X

P

PP
XPP 0

122

22

2

22

2

1

222

11 





 

  ،وىذه يمكن كتابتيا كما يمي

                 

1

2

2

22

2

111

2

2

2211

11

1

k

k

PPk

k

P

F

kX

o


































































 

= 1و عندما تكون النسبة ن  ألاحظ 
22P

 سةة الحركة ن  إف   .X     

2211  والآن إذا كان     PP  ن  إف 
1

2

1

2

k

k

m

m  

  ،صبح المةادلةوبالتالي ت  

                                        
  42

2

11

21

1

rr

r

F

kX

o 





 

  ،ن  أحيث 

                                              
1122 PP

r


 

ذا كان    ،صبح المةادلةت   2.0وا 
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42.21

1

2

2

11

rr

r

F

kX

o 


 

  ،حة في الرسم التاليىذه المةادلة موض  

 

ولمحالذذة التذذي  لمجيذذاز درجتذذان مذذن الحريذذة فميذذذا لذذو ذبذذذبتان طبيةيتذذان تةتمذذدان عمذذى قيمذذة  ن  ولأ

  ،ن  إ، ف  P  =Pتكون فييا 

                       
  42

2

11

21

1

rr

r

F

kX

o 





 

  ،ولإيجاد الذبذبتين الطبيةيتين أو حالة الرنين نضع

                             021 42  rr 

 ومن ثم إنتاج الرسم البياني التالي  rومن ثم إيجاد قيم  حيث يمكن تةويض قيم محددة لذ
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01سذذةة الحركذذة  ن  إفذذ 22P. عنذذدما يكذذون قذذال عذذن كتمذذة الماصذذةن ي  أوالآن مذذاذا يمكذذن  X ،

لى سةة مقدارىا إ(  1رض كتمة الماصة من المةادلة )ولكن تتة
k

F
X 0

2


 

ولكن مضادة ليا من ناحية تبذل قوة مساوية لقوة الإثارة   m , kمنظومة الماصة  ن  أوىذا يةنى 

 .المسموح بيا  Xيةتمدان عمى قيمة   m  , kقيمة  ن  إ. وليذا فالاتجاه

 3(3)مثال

ذ  kg90m,kg5.22mفذي الرسذم أدنذاه  حفذي الجيذاز الموض  12  إذا أثيذرت الكتمذذة .m  

، أوجذد القيمذة المناسذبة لثبذات اليذاي الدقيقذةلفة/ 1800يذدور بسذرعة  0.023kgmتزان مقداره إبةدم 

k  كم تكون سةة حركة الكتمة .m . 

 الحل 3 

                          kgmmekgmkgm 023.0,5.22,90 21  

                                                          srad /5.188
60

18002






 

                                              NmeF 8175.188023.0 22

0   

                                                                                        1
22


P

 
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                                                         sradP /5.18822  

                                                                    2

2

22

22 5.188
m

k
P 

                                    mkNmNk /5.799/5.1885.22 2

2  

                                    mmm
k

F
X 02.1

10.5.799

817
3

2

0
2  

 تمرين3 5.6

. أوجد مةامل المضاءلة عندما تؤدى قوة توافقية ييتز في وسط  لزج 1.95kgجياز كتمتو   .1

24.46N 12.7لى سةة رنين إmm  0.2بزمن دوريs. 

Ans. (c=61.3Ns/m)  
لمئوية ، كم تكون النسبة ا4Hz( بقوة توافقية ذبذبتيا 1إذا تمت إثارة الجياز في المسألة ) .2

 .في الزيادة في سةة حركة الاىتزاز عند فصل المضائل

Ans.        
 ن  أد ج  . عندما أزيحت الكتمة ثم أطمقت و  525N/mكتمة تتصل بمضائل وياي لو ثابت  .3

، أوجد سةة الحركة  1.0و  4.2ونسبة أي سةتين متتاليتين  1.8sالزمن الدوري للبىتزاز 

 .F=2cos3tالجياز وزاوية الطور عند تسميط قوة عمى 

Ans. (X=7.97mm ,       
o
)      

أقصى قيمة لسةة الحركة لجياز يتكون من كتمة وياي ومضائل يحدث عندما  ن  أن برى   .4

221تكون النسبة  



p

. 

عند الرنينين قيست سةة F sint  جياز  يتكون من كتمة وياي ومضائل تمت أثارتو بقوة .5

يست سةة الحركة ، ق  من ذبذبة الرنين 0.8ذبذبة تساوى عند  .5.8mmالحركة فكانت 

 .. أوجدت نسبة المضاءلة لمجياز4.6mmفوجدت 
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Ans. )185.0(    

ويذة ، ثم أوجذد حذل الحالذة المسذتقرة وزاح في الرسم أدناهاستنت  مةادلة الحركة لمجياز الموض   .6

 .الطور

 

Ans. 




















2222

1

1

2
tan,

)2()1(

1

r

r

rrX

X 



 

ذذ .7 وزاويذذة  Xح فذذي الرسذذم أدنذذاه ثذذم أوجذذد سذذةة الحركذذة اسذذتنت  مةادلذذة الحركذذة لمجيذذاز الموض 

 .الطور 

 

Ans. 




















222
2

1

1

2
tan,

)2()1(

2

r

r

rr

r

X

X 





 

جيذذذذذاز إثذذذذذارة مذذذذذزدوج كمذذذذذا فذذذذذي الرسذذذذذم يسذذذذذتخدم لتحديذذذذذد خصذذذذذائ  الاىتذذذذذزاز لإناذذذذذاء كتمتذذذذذو  .8

181.4kg  إلذذذى أعمذذذى عبذذذر موضذذذع ، وبينمذذذا الإناذذذاء يتحذذذرك لفة/الدقيقذذذة 900.عنذذذد سذذذرعة

.إذا  21.6mm. وعنذدىا كانذت سذةة الحركذة الكتمتان الا تمركزيتان فذي القمذة، كانت الاتزان

 :د. أوج0.0921kgmكان عدم الاتزان في الجياز 

 )ب( نسبة المضاءلة    )أ( الذبذبة الطبيةية للئنااء   
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    فذذذذذي  ن)د( الوضذذذذع الذذذذزاوي لمكتمتذذذذين الا تمركذذذذزيتي لفة /الدقيقة  200)ج( السةة عند سرعة     

 .المحظة التي يتحرك فييا الإنااء الى أعمى عبر موضع الاتزان

 
Ans.  3.177,0118.0,49.1,15  mmXHzf  

المضذذاءلة حرجذذة. فذذي  . جيذذاز المضذذاءلة ضذذبط بحيذذث تكذذونجسذذم ييتذذز عمذذى خذذط مسذذتقيم .9

. أثنذاء الخدمذة 35.6Nمن موضذع الاتذزان بواسذطة قذوة  51mmأزيح الجسم  .اختبار تدري 

وبذبذبة ضة  ذبذبذة الاىتذزاز الحذر بذدون  71.2Nيتةرض الجسم لقوة اىتزاز توافقية بسةة 

 .يمضاءلة . أوجد سةة الاىتزاز القسر 

Ans. (X=20.4mm)  
 eا  يقع عمى مسذافة الحد  . مركز كتمة k. ماكينة مركبة عمى أربةة يايات لكل منيم ثابت 10

. Mا كتمذذة الماكينذذة بمذذا فذذي ذلذذك الحذذد    mا . كتمذذة الحذذد  مذذن محذذور الةمذذود )انظذذر الرسذذم(

امتنذذذاع  . افتذذرض ا  بسذذرعة زاويذذة . يذذدور الحذذد  يتصذذل بالماكينذذذة Cمضذذائل لذذزج لذذو ثابذذت 

 سي صغير ىي :أضمية لاىتزاز ر المةادلة التفا ن  أ، برىن الحركة الأفقية لمماكينة

tmekxxcxM  sin4 2  
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فة /الدقيقة بينما المضذائل مفصذول، ل 300( يدور بسرعة 10ا  في المسالة ).إذا كان الحد  11

  M=204kg   .k = 49kN/m  , e  =2.54mm ,  m = 22.7kg. خذ أوجد سرعة الحركة

Ans. (X=11.2mm)  .  

يسذاوى . ثابذت المضذائل وية الماكينذةلى حاإتوصيل المضائل  ( تم11.افترض في المسالة )12

                    .     حسذذذذذب زاويذذذذذة الطذذذذذورأ. أحسذذذذذب سذذذذةة الاىتذذذذذزاز القسذذذذذري. نصذذذذ  مةامذذذذذل المضذذذذذاءلة الحرجذذذذذة

          (     
o     ،(X=0.283mm Ans. 

ومضذائل لذو  3.5kN/m. ياى لو ثابذت 89Nة ط عميو قوة اىتزاز بسةمسم   4.4kg.جسم كتمتو 13

نفذس اتجذاه قذوة  فذيمةامل يساوى القيمة الحرجة يتصلبن بالجسم بحيث تكون قوة الياى والمضاءلة 

. أوجذذد مذذذدى 5.1mmقذذذل أن تكذذون سذذذةة الحركذذة أ، يجذذب الاىتذذزاز. لمنذذع التمذذذ  للؤجذذزاء المجذذذاورة

 .ودىا قوة الاىتزازحد فين تكون أجدت( التي يجب ن و  الذبذبة الدائرية )إ

Ans.   srad /4.56   

لجيذذاز لذذذو مضذذاءلة ودرجذذة حريذذة واحذذدة بدلالذذة نسذذذبة  يللبىتذذزاز القسذذر  رسذذم زاويذذة الطذذورأ.14

الذبذبة 
p

 2,1,5.0,2.0,02.0,0.  استخدم القيم الآتية   و عنذدما تكذونن ذأ. لاحظ 

1,
2


p


  بغض النظر عن . 
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. عدم 131kN/mمحمول عمى أربةة يايات كل واحد منيم لو ثابت  159kg. محرك كتمتو 15

 ن  أمن محور الدوران إذا عممنا  152mmموضوعة عمى بةد  28gالمحرك يكافئ كتمة  فيالاتزان 

)ب( سةة الحركة    فقط ، أوجد )أ( سرعة الرنين  يسأالر  الاتجاه فيالمحرك محكوم ليتحرك 

 .لفة /الدقيقة      عندما تكون سرعة المحرك

Ans.  mmXrev 034.0,min548   

F sinط عمييذا قذوة توافقيذة راسذية قيمتيذا ومسذم   kمةمقة مذن يذاى لذو ثابذت  m. كتمة 16 t أوجذد ،

الذذي تسذببو قذوة ثابتذة  يلى مضاعفة سةة الحركة بالمقارنذة بذالانحرا  السذكونإتؤدى  يالت قيمة 

 .  Fمقدارىا 

Ans. 















m

k

2
   

 28g ك يكافئ. الاتزان في قمب المحر  محمول عمى عارضة أفقية خفيفة 227kgك كتمتو . محر  17

الانحذرا  الاسذتاتيكى لمةارضذة تحذت تذأثير  ن  أا . إذا عممنمن محور الدوران 254mmعمى مسافة 

 .لفة/الدقيقة 800، أوجد )أ( سرعة الرنين )ب( سةة الحركة عند سرعة 5.59mmكتمة المحرك 

Ans. (N=400rev/min  ,X=0.0424mm)  
ك المحذر   .100kN/mمحمول عمى أربةة يايذات كذل واحذد مذنيم لذو ثابذت  45kgك كتمتو . محر  18

. إذا كانذذت كتمذذة قمذذب لفذذة /الدقيقذذة 1200عنذذد سذذرعة  0.5mmسذذياً وسذذةة حركتذذو أر  محكذذوم ليتحذذرك

 .ك ومحور الةمودأوجد المسافة بين مركز كتمة قمب المحر   14kgالمحرك 

Ans. (e=0.703mm)  
لبحذظ ، ي  لفذة /الدقيقذة 400إلذى  300ك محمذول عمذى يذاى تذدريجياً مذن . إذا زيدت سذرعة محذر  19

لذذذذذى إ 1.905mmالنذذذذذاجم مذذذذذن عذذذذذدم اتذذذذذزان القمذذذذذب  يذذذذذنخفض باسذذذذذتمرار مذذذذذن  سذذذذذةة الاىتذذذذذزاز ن  أ

1.016mmأوجد سرعة الرنين .. 

Ans. (N=245rev/min)  
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. تسذذحب المقطذذورة 20kN/mمحمولذذة عمذذى يذذايين لكذذل ثابذذت  200kg. مقطذذروة صذذغيرة كتمتيذذا 20

سذرعة أوجذد )أ(  5mومسذافة دوريذة  30mmعمى طري  يمكذن تمثيذل سذطحو بمنحنذى جيبذى بسذةة 

 .أنظر الرسم. 60km/hالرنين )ب( سةة اىتزاز المقطورة عند سرعة 

 
Ans. (v=40.4km/h  , X=25.3mm). 

قذذل أ، أوجذذد 15mmيتجذذاوز  لا  أ( يجذذب 20المسذذالة ) فذذيسذذةة اىتذذزاز المقطذذورة  ن  أ. إذا عممنذذا 21

 .تسحب بيا المقطورة عمى الطري  ن  أسرعة يمكن 

Ans.  (v=70.1km/h)  
قمذب  فذي. الاتذزان 200kN/mمحمول عمذى أربةذة يايذات ثابذت كذل مذنيم  25kgك كتمتو ر  . مح22

 ن  أ. إذا عممنذذذذا مذذذذن محذذذذور الذذذذدوران 125mmموضذذذذوعة عمذذذذى مسذذذذافة  30gالمحذذذذرك يماثذذذذل كتمذذذذة 

/الدقيقذة لفة 800حالذة الاسذتقرار عنذد سذرعة  فذي، أوجذد سذةة الاىتذزاز المحرك محكوم ليتحرك راسياً 

 .        c/cCمضاءلة    )ب( نسبة المضاءلة  دلا توجعمى افتراض )أ( 

Ans. (X=1.5mm  , X=0.583mm)   
. قذذذذوة دوريذذذذة ذات قيمذذذذة 35kN/mمحمولذذذذة عمذذذذى يذذذذايين كذذذذل لذذذذو ثابذذذذت  363kg. آلذذذذة كتمتيذذذذا 23

، 1.4kNs/mمةامذل المضذاءلة  ن  أ. إذا عممنذا 2.5Hzتم تسميطيا عمذى الآلذة بذبذبذة  89Nقصوى

 .حالة الاستقرار في أوجد سةة الاىتزاز

Ans.  (X=3.303mm)   
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  أدناه. ح في الرسم. اكتب مةادلتي الحركة لمجياز الموض  24 

 
   

    )sin

0(.

0231223122

..

2

212112121111

2
tFxkxxkxcxxcxm

xxkxkxxcxcxmAns








 

منتص  عارضة مسنودة إسذناد بسذيط كمذا  في، ركب المحرك . لتحديد عدم الاتزان لقمب محر ك25

. إذا كذذان عذذدم الاتذذزان ة الاسذذتاتيكية الناجمذذة والإزاحذذ Mك . الكتمذذة الكميذذة لممحذذر  الرسذذم أدنذذاه فذذي

لفة/ N كإذا كان سرعة المحر  e. استنت  مةادلة لحساب الاتمركز eوالاتمركز . mناجم عن الكتمة 

 .X(mm)الدقيقة وسةة الحركة الراسية القسرية 

 

Ans. 


























X
Nm

M
e 1

10.047.1
2

6

 

. مةامل 17.5kN/mة عمى عدد من اليايات مجموع ثوابتيا مسنود 43.8kg. آلة كتمتيا 26

قوة الاضطراب القصوى المسمطة عمى الآلة  ن  أإذا عممت  1094Ns/mالمضاءلة في المسند 

  .، أوجد ذبذبة الرنين وسةة حركة الرنين 22.2Nمقدارىا 

(f=3.18Hz   , X=1.015mm) Ans.  



25 

 

ومضائل لزج لو  k=1051N/mياي لو ثابت  مةمقة بواسطة 5.4kg. جياز يتكون من كتمة 27

)أ( ذبذبة        أوجد 8.9Nمطت عمى الجياز قوة توافقية سةتيا إذا س   .c=75Ns/mمةامل 

، 2.5Hz. إذا كانت الذبذبة رنين )ج( زاوية الطور عند الرنينالرنين  )ب( سةة الحركة عند ال

 .الطور)ىذ( زاوية  ةأوجد :  )د( سةة الحرك

Ans. )77,4.7,
2

,5.8,22.2(  


 mmXmmXHzf  

الانحذذذذذرا   .ركوبذذذذذة تحتذذذذذوى عمذذذذذى يذذذذذاي ومضذذذذذائل لذذذذذزج محمولذذذذذة عمذذذذذى 2267kg. آلذذذذذة كتمتيذذذذذا 28

. مذاىي القذوة الةظمذى المنقولذة 59.3kNS/m، ومةامل المضذاءلة 0.279mmالاستاتيكى لمركوبة 

 .30Hzوذبذبة  2669Nبواسطة الركوبة إذا سمطت قوة إثارة جيبية ليا سةة 

Ans.  (FT=19.5kN)  
. كتمذذة الوحذذذدة يذذتم تاذذغيميا بواسذذذطة محذذرك كيربذذائيسذذذطوانة واحذذدة أ. وحذذدة ضذذغط تتكذذون مذذن 29

. الأجذذذذزاء المتذذذذرددة فذذذذي الوحذذذذدة كتمتيذذذذا راسذذذذياً  إلا   زوىذذذذى محمولذذذذة عمذذذذى يذذذذاي ولا تيتذذذذ 68kgالكميذذذذة 

0.91kg  38ونصذذ  قطذذر الكرنذذكmm 87.6. ثابذذت اليذذايkN/m أوجذذد السذذرعة الحرجذذة لموحذذدة .

 .بسبب عدم الاتزان 5.1mmسرعة التي تتجاوز فييا الحركة الراسية ال ومدى

Ans.   (N=342rev/min , 327 – 361rev/min)  
tcosF . قذذوة30

.0   اسذذتنت   .عمذذى قاعذذدة تتصذذل بيذذاي ومضذذائل لذذزج سذذمطت عمذذى كتمذذة تجمذذس

 يوالتذ يللبىتذزاز القسذر  صذب  لقذيم  C، ومةامذل المضذاءلة kوثابذت اليذاي  mوالكتمة   Fبدلالة 

. أوجذد قذيم الإزاحة )ب( السذرعة )ج( الةجمذة تجةل كل من الآتي قوة قصوى في حالة الاستقرار )أ(

 ليا القيم المةطاة في )أ( و)ب( wلسةة الاىتزاز عندما تكون 
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محمولذة عمذى محامذل مرنذة ليذا ثابذت  1088kgالكميذة  سطوانة واحدة كتمتياأسية ليا أ. ماكينة ر 31

4.9MN/m 2.2. الأجذذزاء المتذذرددة كتمتيذذاkg  356والاذذوطmm مذذن      . إذا كانذذت المضذذاءلة

 ./ الدقيقةلفة 400دما تدور الماكينة بسرعة حسب سةة الاىتزاز عنأ، القيمة الحرجة

 Ans. (X=0.22mm) 
رجة واحدة من الحريذة يتكذون مذن كتمذة ويذاي ومضذائل لذزج . استنت  مةادلة الاىتزاز لجياز لو د32

مذذذن موضذذذع الاتذذذزان  سذذذياً أعنذذذد إزاحذذذة الكتمذذذة ر  .3.5kN/mمةمقذذذة مذذذن يذذذاي لذذذو ثابذذذت  5.4kgكتمذذذة 

طلبقيذذا و   اذذر قيمتيذذا الأوليذذة عبذذر خمسذذة دورات لذذى ع  إنخفضذذت نتيجذذة المضذذاءلة إالسذذةة  ن  أجذذد وا 

ذذذذذذأحسذذذذذذب مةامذذذذذذل المضذذذذذذاءلة، المضذذذذذذاءلة لزجذذذذذذة ن  أكاممذذذذذذة. إذا افترضذذذذذذنا  مطت قذذذذذذوة دوريذذذذذذة . إذا س 

(F=89cos(25t) في حالة الاستقرار ي، أوجد سةة الاىتزاز القسر عمى الكتمة. 

Ans.  (c=20.1Ns/m  , X=172.7mm)  
     سذذطوانة واحذذدة تنذذت  قذذوة اضذذطراب أسذذية ليذذا أ. الأجذذزاء المتذذرددة فذذي ماكينذذة ر 33

- 
N
حيذذث   

N الماكينذذذة مركبذذذة عمذذذى مسذذذاند مرنذذذة تحذذذد مذذذن القذذذوة المنقولذذذة قيقذذذة(ىذذذي سذذذرعة الذذذدوران )لفذذذة /الد .

. إذا كانذذذت كتمذذذة الماكينذذذة لفذذذة /الدقيقذذذة 2000ة الةاديذذذة وىذذذى عنذذذد السذذذرع 334Nللؤرضذذذية لتكذذذون 

91kgيضاً سرعة الرنين .أ. أوجد جياز التةمي  مع تجاىل المضاءلة ، أوجد ثابت الياي في 

، 3.81mmلذى إاز التةمي  لمحد من سةة الاىتزاز عنذد الذرنين بةد ذلك تم إدخال المضاءلة في جي

)ج( القذذذوة الأوليذذذة        أوجذذذد )أ( نسذذذبة المضذذذاءلة )ب( القذذذوة الأوليذذذة المنقولذذذة عنذذذد سذذذرعة الذذذرنين

 .المنقولة عند السرعة الةادية

Ans. (585rev/min, 342kN/m, 0.12, 1.31kN, 431N) 
ذ34 . أوجذد دعمذى يذاي تسذير عمذى طريذ  غيذر مةب ذ سذيارة مسذنودةط لح اذكل مبس ذ. الرسم أدناه يوض 

  .ومن ثم أوجد أسوأ سرعة يمكن ان تسير بيا السيارة vمةادلة لسةة الحركة بدلالة سرعة السيارة 
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. أوجذذد السذذرعة الحرجذذة عنذذدما تذذأثير حمذذل المقطذذورةتحذذت  101.6mn. يذذاي مقطذذورة مضذذغوط 35

 ،L=14.63m. خذذذذذذذ (34الطريذذذذذذ  الذذذذذذذي وصذذذذذذ  فذذذذذذي المسذذذذذذالة )المقطذذذذذذورة سذذذذذذائرة عمذذذذذذى  تكذذذذذذون

Y=76.2mm 64.4. كذذم تكذذذون سذذذةة الاىتذذذزاز إذا كانذذت المقطذذذورة تسذذذير بسذذذرعةkm/h   تجاىذذذل(

 .المضاءلة(

Ans. (V=82.4km/h, X=196.4mm)  
 27Hzلمذذذدى راد عزلذذذو عذذذن اىتذذذزاز الماكينذذذة فذذذي  اي ذذذ 10.9kg. جيذذذاز راديذذذو فذذذي طذذذائرة كتمتذذذو 36

 .85كى لمياي الذي يحق  عزل قدرة %. ما ىو الانحرا  الاستاتي37Hzولغاية 

Ans. (X =2.613mm) 
. إذا كانت k(N/m)يراد إسنادىا عمى ثلبثة يايات ثابت كل منيا  30kg. ماكينة ثلبجة كتمتيا 37

% فقذذط 10ى نقذذل لذذإالذذذي يذذؤدى  k، فكذذم يكذذون ثابذذت اليذذاي الدقيقذذةفة/ل 580الماكينذذة تذذدور بسذذرعة 

 .لى الأرضيةإمن قوة الاىتزاز 

Ans. (k=3351N/m) 
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مسذذذذنودة عمذذذذى يايذذذذات انحرافيذذذذا الاسذذذذتاتيكى  453.4kgالصذذذذناعة كتمتيذذذذا  فذذذذي. آلذذذذة مسذذذذتخدمة 38

5.08mm 0.2303حالة الدوران مقداره  في. إذا كان للآلة عدم اتزانkgm أ( القذوة          أوجذد(

عنذذذذد ىذذذذذه السذذذذرعة. تجاىذذذذل الدقيقذذذذة )ب( سذذذذةة الحركذذذذة لفة/ 1200نقولذذذذة للؤرضذذذذية عنذذذذد سذذذذرعة الم

 . المضاءلة

Ans.  (FT=506N , X=0.578mm)  
والذبذبذذة الطبيةيذذة لممجموعذذة  1200kgلذذى كتمذذة عازلذذة إمربذذوط  68kgك كيربذذائي كتمتذذو . محذذر  39

2.67Hz  ناوء  لىإانظر الرسم( إذا كان ىنالك عدم اتزان في المحرك أدى ) 0.1ونسبة المضاءلة

 .، أوجد سةة الاىتزاز والقوة المنقولة للؤرضيةF=100sin(31.4t)قوة توافقية 

Ans. (X=0.1105mm , FT = 42N)  
عندما  152.4mm/s2موقع يتةرض لةجمة  فيراد تركيبو ي   113kgاس كتمتو . جياز حس  40

وا  التالية اط ليا الخلقد اقترح تركيب الجياز عمى فراة من المط    20Hzتكون الذبذبة 

m/kN2.280k,1.0    لى الجيازإما مقدار الةجمة التي تنتقل. 

Ans.  2/7.31 smmx    

20.3mm/s( يمكنذذو تحمذذل عجمذذة 40المسذذألة ) فذذي. إذا كذذان الجيذذاز 41
، اقتذذرح حذذلًب عمذذى فقذذط  

يذذذة لذذذدعم الحذذذل الذذذذي قذذذيم عدد. أعذذذط  غيرىذذذا ءاذذذي المتذذذوفرة ولا ياطيذذذة ىذذذالفراذذذة المط   ن  أافتذذذراض 

 عمى الأقل ( . 35.   ) زيادة سمك الفراة بنسبة %تقترحو

. في مصنع لمتبريد كان قسم مذن الماسذورة الناقمذة لسذائل التبريذد ييتذز باذدة عنذدما كانذت ماكينذة 42

. تذم توصذيل منظومذة تتكذون مذن كتمذة لفة / الدقيقة. لةلبج ىذه الماكمة 232جة تةمل بسرعة الثلب

مضذذذبوطة عمذذذى  0.89kgكتمذذذة  اسذذذتخدمت. وكتجربذذذة اسذذذورة لكذذذي تةمذذذل كماصذذذة للبىتذذذزازممويذذذاي ل

. إذا وجذذب تصذذميم 4.53Hzو  3.3Hzالطبيةيتذذين  نالذبذذذبتي لفذذة / الدقيقذذة فأعطذذت   232السذذرعة 
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ذ كذون ،  فكذم ت5.33Hzو  2.67Hzة بحيذث تقذع الذبذذبتان الطبيةيتذان خذارج المذدى منظومة الماص 

 .ليايكتمة الماصة وثبات ا
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 الفصل السادس

 معادلة لاقرينج

(Lagrange Formula)  
 مدخل3 6.1

باسذتخدام طاقذة الحركذة  ( طريقة لتحميل الأجيزة الديناميكية المحافظة1813 – 1736م لاقرين  )قد  

T  و طاقذذة الوضذذعU  و الاذذغلW و ىذذي أسذذيل فذذي التطبيذذ  مذذن قذذوانين نيذذوتن إذا كذذان الجيذذاز .

اسذذذتخدام طريقذذذة لاقذذذرين  يتمثذذذل فذذذي  اً كمذذذا سذذذنرى فذذذي الأمثمذذذة اللبحقذذذة. والسذذذبب فذذذي سذذذيولةمةقذذذد

 استخداميا كميات لا متجية.

 استنتاج معادلة لاقرينج3 6.2

 ىكذا   iqو  qiيمكن كتابة طاقة الحركة كدالة في 

                               nn qqqqqqTT  ,...,,,,..,, 2121 

 ،ىي السرعة iqالإزاحة و   qi يث أن  ح
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 تتحذذذذذذذذرك بسذذذذذذذذرعات m   ،m   ، .... ،mnولكننذذذذذذذذا نةمذذذذذذذذم إذا كذذذذذذذذان الجيذذذذذذذذاز يتكذذذذذذذذون مذذذذذذذذن كتذذذذذذذذل 

12n q,q,...,q  والي فإن طاقة الحركة تكونعمى الت،  
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  ،نحصل عمى iqثم ضربنا في  iqو إذا فاضمنا بالنسبة لذ 
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 ،و إذا فاضمنا نحصل عمى
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  ،( نجد أن  3ةادلة )( من الم1و بطرح المةادلة )
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 ،كما يمكن كتابة طاقة الوضع ىكذا

                                                               nqqqUU ,..,, 21 

                                  n

n

dq
q

U
dq

q

U
dq

q

U
dU














 ....2

2

1

1

 

)5(
1


 




n

i

i

i

dq
q

U
dU 



32 

 

 W. أي أن الاغل qiفي الإزاحة المتصمة بيا  Qiو أما الاغل فيو حاصل ضرب القوة 

                                               nnqQqQqQW  ....2211 

                                        nndqQdqQdqQdW  ....2211 

 )6(
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 ،و الآن
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 ،و منيا نحصل عمى مةادلة الحركة لأي عنصر من عناصر الجياز
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  ،و ىذه يمكن كتابتيا عمى الاكل التالي
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و الآن نستخدم دالة لاقرين   q,qL   و تةني التالي،  

            (8           )                              L = T - U  

  ،، نحصل عمى qو إذا فاضمنا بالنسبة لذ 
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  ،و عميو يكون iqليست دالة في  Uو الحد الثاني عمى اليمين يساوي صفراً لأن 
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( في المةادلة 9( و )8و ىكذا نصل إلي الاكل المألو  لمةادلة لاقرين  بةد تةويض المةادلتين )
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  ،و بالتالي      Qiو إذا كان الاىتزاز حراً فإن 
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 :(1)مثال

 .ح أدناهاستخدم طريقة لاقرين  لاستنتاج مةادلتي الحركة لمجياز الموض   
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11



















x

L

x

L

dt

d


 

                                                 03 2111  xxkxkxm  
             )1(023 211  kxxkxm  

                                                                         2

2

xm
x

L







 

                                                                 2

2

xm
x

L

dt

d















 

                                                    221

2

xkxxk
x

L







 

0
22



















x

L

x

L

dt

d


    

                                     02212  kxxxkxm    

       )2(02 122  kxxkxm  

 :(2)مثال

 .ح في الرسم أدناهباستخدام طريقة لاقرين ، استنت  مةادلتي الحركة لمجياز الموض   

 
                                                       2

2
12

2
1  IxmT  

                                              2

2
12

2
1 rxkxkU  

                                                                  UTL  
                    2

2
12

2
12

2
12

2
1  rxkxkIxmL   

                                                                   xm
x

L







 
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                                                           xm
x

L

dt

d















 

                                                 rxkkx
x

L




 

                                                    0
1



















x

L

x

L

dt

d


 

                                          01  rxkxkxm  

)1(02  rkxkxm  

                                                            





I
L




 

                                                     





I
L

dt

d












 

                                                 


rxrk
L




 

                              2Q
LL

dt

d



















 

                                              TrxkrI   

       )2(2 TxrkrkI   

 3تمرين 6.3

ح الاىتزاز لمجياز الذي يتكون من قضيبين الموض  م طريقة لاقرين  لإيجاد مةادلتي استخد .1

 .في الرسم أدناه
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و اليذذذايين كمذذذا فذذذي الرسذذذم أدنذذذاه. باسذذذتخدام طريقذذذة لاقذذذرين   ABتتصذذذل بالقضذذذيب  mكتمذذذة  .2

 استنت  مةادلة الحركة. تجاىل كتمة القضيب.

 

 

Ans. 





















 )(0

2
)(0

2
أ

h

g

m

k
ب

h

g

m

k
   

قذذة مذذن حبذذل ممفذذو  حوليذذا كمذذا فذذي الرسذذم أدنذذاه. مةم   rو نصذذ  قطرىذذا  mسذذطوانة كتمتيذذا أ .3

. kت إلذذي مسذذند جاسذذئ بينمذذا الطذذر  الآخذذر يتصذذل بيذذاي  لذذو ثابذذت أحذذد طرفذذي الحبذذل مثب ذذ

 استخدم طريقة لاقرين  لاستنتاج مةادلة الحركة.

 

 Ans. 







 0

3

8


m

k  

مةمقة من أحد طرفي   mما في الرسم أدناه. كتمة ك Mسير ممفو  حول قر  كتمتو  .4

. إذا أزيحت الاسطوانة ثم أطمقت، استنت  kالسير بينما الطر  الآخر يتصل بياي لو ثابت 

 مةادلتي الحركة باستخدام طريقة لاقرين .
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Ans. 










 0

2

2
x

Mm

k
x  

و يتصذل  Bالنقطذة  محمول في مستوي أفقي بواسطة مسمار عند mلوح مربع منتظم كتمتو  .5

إزاحذذة صذذغيرة ثذذم أطمذذ ، أوجذذد الذذزمن  A. إذا مذذنح الذذركن kبيذذاي لذذو ثابذذت  Aعنذذد النقطذذة 

 الدوري لمحركة استخدم طريقة لاقرين .

 

Ans.















k

m
T

3

2
2  

تتحذذرك قسذذرياً فذذي اتجذذاه  أفقذذي حسذذب القذذانون  Cمةمذذ  مذذن جمبذذة   Lا  بسذذيط طولذذو رق ذذ .6

tsinXx  باسذذتخدام طريقذذة لاقذذرين ، أوجذذد مذذدي قيمذذة .  التذذي تذذؤدي إلذذي تجذذاوز

 (.Lا  صغيرة بالمذقارنة بطول الرق   X)افترض  2Xا  سةة حذركة الذرق  
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Ans.














L

g

L

g

2

3
______

2
 

و لا يكذذذذون ماذذذذدوداً عنذذذذدما يكذذذذون  kاصذذذذان يتصذذذذلبن بواسذذذذطة يذذذذاي ضذذذذةي  لذذذذو ثابذذذذت رق   .7

 اصان عاموديين. استخدم طريقة لاقرين  لاستنتاج مةادلة الحركة.رق  ال

 
 
  0

0.

1

2

2

2

2

2

2

2

1

2

1

2









akmgLakmL

akmgLakmLAns




 

ذ .8 تتحذرك  M= 438 kgح فذي الرسذم أدنذاه. الكتمذة أوجذد الذبذذبتين الطبيةيتذين لمجيذاز الموض 

 L = 229ا  ا  يتصل بالكتمة بواسطة محور ارتكاز بدون احتكاك. طول الرق  أفقياً. الرق  

mm  و الكتمةm = 18.1 kg   يمكن اعتبارىا مركذزة عنذد الطذر  الحذر. ثابذت اليذايk = 

17.5 kN/m . 
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   
HzfHzf

gxLkxmLxmMAns

923.0,137.1

0,0.

21

2



   

.  kمحمول عمى ثلبثة يايات عمى أبةذاد متسذاوية و لكذل يذاي ثابذت   mجسم جاسئ كتمتو  .9

قذائم عمذى في منتص  المسافة بين يايين. نص  قطر الذدوران حذول محذور  Gمركز الكتمة 

. فذذذي موضذذذع الاتذذذزان يكذذذون الجسذذذم أفقيذذذاً. أوجذذذد الذبذذذذبتين aمقذذذداره  Gمسذذذتوي الرسذذذم عبذذذر 

 للبىتزاز الرأسي. استخدم طريقة لاقرين . نالطبيةيتي

 

Ans.















m

k

m

k 6
,

2
21   

 . باستخدام طريقة لاقرين ، استنت  مةادلة الحركة لمجياز أدناه.10

 

Ans. 
















 0

2

2


L

g

mL

ka  
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  .. استنت  مةادلة الحركة لمجياز أدناه بطريقة لاقرين 11

 

Ans. 
















 0

2

2


a

g

ma

kb  

 . بطريقة لاقرين ، استنت  مةادلة الحركة لمجياز أدناه.12

 
Ans.   txkxkkxm cos221211   

ييتز حول موضع الاتزان. القر  محكوم  Rو نص  قطره  m. قر  دائري منتظم كتمتو 13

كما في الرسم أدناه. باستخدام طريقة لاقرين ، استنت  مةادلذة الحركذة للبىتذزاز  kلو ثابت بياي 

 القسري.

 

  







 tTaRk

mR
 cos

2

2 222
2

Ans. 
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كمذا   k، و محكذوم بيذاي أفقذي لذو ثابذت I. بكرة ليذا عذزم قصذور ذاتذي حذول محذور الذدوران 14

ذذ . باسذذتخدام مةادلذذة mيذذو كتمذذة مةمذذ  عم  kح فذذي الرسذذم أنذذاه. ىنالذذك يذذاي آخذذر لذذو ثابذذت موض 

tT لاقرين ، استنت  مةادلة الحركة عندما يتم تسميط عزم عمى البكرة مقداره cos. 

 
Ans.      0,cos 22

2

1  xRRkxmtTxRRkRkI    

مةمذذ  كمذذا فذذي الرسذذم أدنذذاه. فذذي موضذذع الاتذذزان يكذذون  2Lو طولذذو  m. قضذذيب منذذتظم كتمتذذو 15

القضيب أفقياً. إذا كانت 
6
L5

13
L2

2 LوL    اسذتخدم طريقذة لاقذرين  لاسذتنتاج مةذادلتي ،

 .θو  xالحركة. استخدم الإحداثيتين 

 










 0

2

1

12

41
2,0

6
2 kxkLxkLm

kL
xkxm  Ans.  
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و عذذزم قصذذور ذاتذذي حذذول محذذور قذذائم عمذذى مسذذتوي الاذذكل و يمذذر  m. آليذذة متماثمذذة ليذذا كتمذذة 16

ت صذذذذغيرة فذذذذي مسذذذذتوي التماثذذذذل، و باسذذذذتخدام الاىتذذذذزازا . عمذذذذى اعتبذذذذار أن  Iبمركذذذذز الكتمذذذذة مقذذذذداره 

 استنت  مةادلات الحركة. θ , y , xالإحداثيات 

 
     

    0

,0,0.

331122

2

33

2

22

2

11

11222133





xakyakakakakakI

akakykkymaxkxmAns







 

و نصذذذ  قطذذذر الذذذدوران حذذذول محذذذور يمذذذر بمركذذذز  Gو مركذذذز كتمتذذذو  mا  مركذذذب كتمتذذذو . رق ذذذ17

ة الثانيذة مذن النقطذة ، و فذي المذر  Oا  بحريذة فذي المذرة الأولذي مذن النقطذة . تم تةمي  الرق ذrالكتمة 

O  ىب أن .rr1  . 

 )أ( باستخدام مةادلة لاقرين  استنت  مةادلات الحركة لكل تةمي .

و التذذذي تجةذذذل الذبذبذذذة الناجمذذذة مذذذن اىتذذذزاز بسذذذيط لكذذذلب التةميقذذذين   rو   r)ب( أوجذذذد الةلبقذذذة بذذذين 

 متساوياً.

 
Ans.  2

212211 ,0,0 rrrrgmIrgmI     
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، تحمذل كتمتذين متسذاويتين Iو ليا عزم قصور ذاتذي حذول محذور الذدوران  rقطرىا  . بكرة نص 18

m  2بواسطة يايين ليما ثابتانk, k  و اليايان بذدورىما يتصذلبن بحبذل يمذر عبذر البكذرة. لنفتذرض .

و أسذفل فقذط بينمذا البكذرة بإمكانيذا الذدوران بحريذة. باسذتخدام مةادلذة   يأن الكتمتين تتحركان إلذي أعمذ

 رين ، استنت  مةادلات الحركة. لاق

 
   

03

,02,02.

21

2

2211





krxkrxkrI

rxkxmrxkxmAns







 

ذ. باستخدام مةادلة لاقرين ، استنت  مةادلتي الحركذة لمرق ذ19 ح فذي الرسذم أدنذاه. ا  المذزدوج الموض 

 افترض ازاحات صغيرة.

 
    

0

,0.

11122

121122121









gLL

gmmLmLmmAns




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 ح في الرسم أدناه.جياز الموض  . استخدم مةادلة لاقرين  لاستنتاج مةادلات الحركة القسرية لم20

 
 
 

tFxkxkxm

xkxkxkkxm

xkxkkxmAns

o sin

,0

,0.

233333

331123222

2212111












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 السابعالفصل 

 طريقة هولزر

(Holtzer Method)  

يسيل إيجاد ذبذباتيا  كثير من الأجيزة يمكن تمثيميا بأجيزة ذات عناصر منفصمة، و بالتالي

ىذه الطريقة يمكن . و قة ىولزرمن الطر  التقريبية المستخدمة طريالطبيةية وأنماط اىتزازىا. و 

استخداميا لحساب الذبذبة و نمط الاىتزاز الحر غير المتضائل. أنيا تبدأ بافتراض ذبذبة مةينة و 

سةة ذبذبة مقدارىا واحد عند أحد طرفي الجياز ثم نقوم بحساب القوي و الازاحات بالتدري  عنصر 

دي إلي تحقي  الحالة الطرفية تكون ىي بةد الآخر حتى الطر  الثاني لمجياز. الذبذبة التي تؤ 

 الذبذبة الطبيةية لمجياز. ىنالك ثلبثة أنوع من الأجيزة من حيث الحالات الطرفية:

(Iجياز مثبت من الطرفين ):  

 
  ،مةادلات الحركة

       )1(0211111  xxkxkxm o
 

         )2(032212122  xxkxxkxm  

         )3(043323233  xxkxxkxm  

     )4(0

..............................................................................

11   nnnnnnn xkxxkxm  

tXx(             i  = 1 , 2 , 3, ...nض )عو   ii sin 

  ،(1من المةادلة )
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  )5(
1

11

2

1

1

12 XmXk
k

XX o  

 ،(2من المةادلة )

                                
2

22

2

12

2

1
23

k

Xm
XX

k

k
XX


 

  ،( في الحد الثاني عمى اليمين5من المةادلة )  X ضعو  

                 







 



2

1

2

1

2

23

1

j

jjo XMXk
k

XX  

  ، Xو بنفس المتابةة يمكن الحصول عمى 

                







 



3

1

2

1

3

34

1

j

jjo XMXk
k

XX  

 ،و بصيغة عامة

       ,...3,2,1
1

1

2

11 







 



 iXMXk
k

XX
i

j

jjo

i

ii  

 :(1)مثال

ح في الرسم و كذلك نمط الاىتزاز باستخدام طريقة ىولزر، أوجد الذبذبة الأساسية لمجياز الموض   

 .3.0و لتكن الخطوة  3.0. أبدأ بذ  k = 1 , m = 1مقابل لتمك الذبذبة. ال

 









 



i

j

jjo

i

XMXk
k

X
1

2

1

1
 

X   jj XM2   jj XM  Xi Xi i 
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6.0
 

 

9.0
 

 

2.1
 

 

    

-    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

  

  

  

0.1
 

2.19.0تحدث في المدى             X من الواضح أن    . 

، و نمط  1.0أو خلبفو يمكن إيجاد الذبذبة الطبيةية الأساسية  3Xعن طري  رسم منحني 

 الاىتزاز من الجدول الممح . أي 

              TT
XX 0.10.121  

 
 مرة أخري. ية واصل رسم المنحني حتى يقاطع محور لإيجاد الذبذبة الثان

(IIجياز مثبت من طر  و حر من الطر  الآخر ):  
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  ،وبالتالي فإن        koالفر  بين ىذا الجياز و الذي سبقو ىو أن 

                         ,...3,2,1
1

2

1  


 iXM
k

XX
i

j

jj

i

ii

 

 : (2)مثال

 mو   k = 1ح في الرسم أدناه. خذ ية الأساسية و نمط الاىتزاز لمجياز الموض  أوجد الذبذبة الطبية

  .2.0و الخطوة  2.0و البداية      

 





i

j

jj

i

XM
k

X
1

2 

X  ki  jj XM  Mi Xi i 
 

     

       

 

     

       

 

     

       

 

     

       

    

    

 

    

    

 

    

    

 

    

    

    

     

 

    

     

 

    

     

 

    

     

    

    

 

    

    

 

    

    

 

    

    

    

     

       

    

     

       

    

     

       

    

     

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

2.0
 

 

4.0
 

 

6.0
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-         

 

8.0
 

 

 

8.06.0في المدى        Xلاحظ أن    و من المنحني نحصل عمي 

     

     

    

    

    

     

    

    

    

     

    

  

  

  

62.0
 

   62.00.121 XX 

(IIIجياز حر من الطرفين ):  

 

 مةادلات الحركة

      )1(021111  xxkxm  
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        )2(032221122  xxkxxkxm  

        )3(043323233  xxkxxkxm  

     )4(0

..............................................................................

11   nnnnn xxkxm  

  ،(1من المةادلة )

 (5                                  )  1

2

1121 XmXXk  

 (6                                         )
1

1

2

12
k

Xm
XX


 

 ، (2من المةادلة )

                  03221212

2

2  XXkXXkXm  

  ،( لتحصل عمى5ض )عو  

                                  



2

1

2

232

j

jj XMXXk  

                   



2

12

2

23

j

jj XM
k

XX
 

  ،و ىكذا دواليك حتى نصل إلي

          




 
1

1

2

11

n

j

jjnnn XMXXk  

  ،( نحصل عمي4و بةد التةويض في المةادلة )

                                                         



n

j

jj XM
1

0 

                        


 
i

j

jj

i

ii XM
k

XX
1

2

1

 

 : (3)مثال
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 = m ح في الرسم أدناه. خذ استخدم طريقة ىولزر لإيجاد الذبذبة الطبيةية الأولي لمجياز الموض  

 . أرسم اكل الاىتزاز.3.0و الخطوة  3.0. خذ البداية  k = 1و    

 
 

 jj

i

XM
k

X
2

 
ki  jj XM  Mi Xi i 
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-       

    

-     

-       

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

3.0
 

 

6.0
 

 

9.0
 

 

2.1
 

 

الكمية  jj XM  تحولت من الموجب إلي السالب و بالتالي فإن الذبذبة الأساسية تقع في المدى

2.19.0   و من المنحني . jj X 1.0نستطيع أن نقدر الذبذبة المطموبة و ىي  .

 ،و نلبحظ في ىذه الحالة

     

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

0.0 

1.0-  

  

  

  
0.1

0.1
 

 ،و بالتالي فإن نمط الاىتزاز
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   0.10.00.1321 XXX 

  ،و اكل الاىتزاز

 
 3تمرين 7.2

ح في . باستخدام طريقة ىولزر، أوجد  الذبذبة الطبيةية الأساسية و نمط الاىتزاز لمجياز الموض  1

،  q =100kNm/radمن ثلبثة أقرا  محمولة عمى عمود.  الرسم أدناه و الذي يتكون

q =200kNm/rad   ،I  = 11 kgm
 
 , I  = 5kgm

 
  

2

3 kgm22I   أبدأ من .

s/rad20  و خذ الخطوةs/rad20 . 

 
Ans.     34.0,24.0,1,/7.123 3221  XXXsrad  

ح أدناه و الذي يتكون من ثلبثة مط الاىتزاز لمجياز الموض  أوجد الذبذبة الطبيةية الأساسية و ن. 2

 أقرا  مركبة عمى عمود .
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I  = 20 kgm
 
 , I  = 15kgm

 
    ،I  = 40 kgm

   ،q =2MNm/rad  ،

q =2MNm/rad  ،q =3MNm/rad  أبدأ من .s/rad40  و خذ الخطوة

s/rad30  

 
Ans. (160 rad/s) 

ح في الرسم ، أوجد الذبذبتين الطبيةيتين الأوليتين لجياز الالتواء الموض  . باستخدام طريقة ىولزر3

 أدناه.

I  = I  = 1.13 kgm
 
 , I  = 2.26kgm

 
  I  =   ، q =q  =169 k

 
Nm/rad 

 q        
 
k

 
Nm/rad . 

 
ح في الرسم جياز الموض  . باستخدام طريقة ىولزر أوجد الذبذبات الطبيةية و أنماط الاىتزاز لم4

. الكتل متساوية و كذلك ثوابت اليايات. حاول كتابة برنام  بأحد لغات الحاسوب لحل ىذه أدناه

 المسالة.
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 الفصل الثامن

  أجهزة ذات درجات حرية متعددة

 مدخل3 1.1

 ىذذذه الأجيذذزة ليذذا أكثذذر مذذن درجذذة حريذذة واحذذدة و أقذذل مذذن عذذدد لا نيذذائي مذذن درجذذات الحريذذة. و أي

. فذذذإذا كذذذان عذذذدد n، فسذذذيكون عذذذدد المةذذذادلات المطموبذذذة لوصذذذ  حركتذذذو  nجيذذذاز درجذذذات حريتذذذو 

، فمذذن السذذيل إيجذذاد ذبذبتيذذو الطبيةيتذذين و كذذذلك نمطذذي 2درجذذات حريذذة جيذذاز مذذا بذذدون مضذذاءلة 

الوضذذع يصذذبح أكثذذر تةقيذذداً كممذذا زادت درجذذات الحريذذة عذذن اثنتذذين بسذذبب الزيذذادة  اىتذذزازه. غيذذر أن  

 المصفوفات. في عدد الحدود. و أفضل طريقة لوص  حركة مثل ىذه الأجيزة ىيالمطردة 

 قيم ايقن و متجهات ايقن3 1.2

 يمكن كتابة مةادلات الحركة الحرة بدون مضاءلة لجياز لو عدة درجات من الحرية ىكذا 

          (1)                                   0 xKxM  

مصفوفة الكزازة ، و  [K]ة الكتمة و مصفوف [M]حيث أن  x :متجو الازاحات و ىي كما يمي 

                                    





















nnnn

n

mmm

mmm

M

....

....

21

11211



 

                                 





















nnnn

n

kkk

kkk

K

......

.......

21

11211



 

                       n

T
xxxx ...21 

[M]( سابقاً في 1لمةادلة )إذا ضربنا ا
 سنحصل عمي الحدين التاليين   -
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                      [M]
- 

[M]=[ I ]          [M]
- 

[K]= [ A]   
 ،( ىكذا1مصفوفة الجياز. و بالتالي يمذكن كتابة المةادلة ) [A]مصفوفة أحادية و  [I] حيث أن  

                                                0 xIxA  

و عمى افتراض أن    xx    2 حيث أن نحصل عمى،  

      (2                           )            0 XIA   

و بالطبع لأن   0X    فإن، 

     (3                                  )       0 IA  

، و الذبذذذذذبات الطبيةيذذذذة لمجيذذذذاز يمكذذذذن حسذذذذابيا مذذذذن الةلبقذذذذة ( تسذذذذمي قذذذذيم ايقذذذذن3جذذذذذور المةادلذذذذة )
2

ii    و بتةويضi ( نحصل عمي متجذو ايقذن و ليذذا فإنذو إذا كذان لمجيذاز 2في المةادلة )

n و درجة حرية ، فسيكون لn  قيم ايقذن و مثميذا متجيذات ايقذن . و يمكذن إيجذاد متجذذيات ايقذن مذن

 :لمجياز. فمثلًب إذا استخدمنا التسمية المختصرة الآتية  (adjoint matrix)المذصفوفة القذرين 

[B]=[ A-λI ]                            
   ،ىكذا [B]فإن مقموب 

                        Badj
B

B
11


 

  ،نحصل عمي B| [B]|إذا ضربنا مسبقاً بذ 

                         BadjBIB  

  ،و بالمسميات الأصمية

        IAadjIAIA   

 قيمة ايقن ، فإن المحددة عمى اليسار تصبح صفرية. أي   λ   λiو الآن إذا كان  

           0 IAadjIA ii  
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. مقارنة ىذذه درجة حرية nمةادلة لجياز لو عدد  nو تمثل عدد  λiلحة لجميع قيم ىذه الةلبقة صا

  ،( يقود إلي2المةادلة مع المةادلة )

   ii XIAadj  

المصذذذذفوفة المرافقذذذذة  . أي أن   {Xi}مصذذذذفوفة تتكذذذذون مذذذذن أعمذذذذدة متاذذذذابية لمذذذذنمط  i[X]حيذذذذث أن 

 IAadj i منيذذا عبذذارة عذذن متجذذو أيقذذن  تتكذذون مذذن أعمذذدة كذذل iX  مضذذروب فذذي عذذدد غيذذر(

 محدد(.

 :(1)مثال

 ح في الرسم أدناه.أوجد الذبذبتين الطبيةيتين و نمطي الاىتزاز لمجياز الموض   

 
  ،يمكن استنتاج المصفوفات التالية

                                






















11

12
,

10

01
kKmM 

                                                     











10

0111

m
M 

                              
m

k
ppKMA 














 221
,

11

12 

                                                            0 xIA  

               )4(0
2

22

22













X

pp

pp



 

                                              02 422  ppp  
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                                         2

2

2

1 62.2,38.0 pp   

     ،الذبذبتين الطبيةيتين ىما و بالتالي فإن  

                   
m

k

m

k
62.1,62.0 2211   

12ض لإيجذذذذذذذذذذاد  متجيذذذذذذذذذذات ايقذذذذذذذذذذن إمذذذذذذذذذذا أن نةذذذذذذذذذذو   ,  ( أو عذذذذذذذذذذن طريذذذذذذذذذذ  4فذذذذذذذذذذي المةادلذذذذذذذذذذة )

   XIAadj ، 

                    


















22

22

2pp

pp
IAadj 

2ض عو  

1 p38.0  لنحصل بةد القسمة عمىp
  ، 

                                                         








62.11

162.0 

                                                      


















00.1

62.0

12

1

X

X 

2ض  و عندما نةو  

2 p62.2 نحصل عمى، 

                               

















00.1

62.1

22

1

X

X  

المصفوفة مصفوفة المودال ) المصفوفة التي تحتوي عمى أنماط الاىتزاز عمى اكل أعمدة تسمي

 (.Modal matrix) (النمطية

                        






 


00.1

62.1

00.1

62.0
X 

 3(2)مثال

 ح أدناه.أوجد أنماط الاىتزاز لمجياز الموض   
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                                             


















100

010

001

mM 

                                          
























110

121

012

kK 

                               

























110

121

012
1

m

k
KMA 

                                                     0 xIA  

         0

0

2

02

22

222

22



















pp

ppp

pp

IA 

 ،بةد تبسيط ىذه المةادلة نحصل عمى

          065 64223  ppp  

ىذه المةادلة من الدرجة الثالثة و بالتالي يصةب تحميميا، و لكن بالمحاولة و الخطأ يمكن إيجاد 

 .جذورىا و ىي

     2

3

2

2

2

1 247.3,555.1,198.0 ppp   

  ،ات الطبيةية كما يميو عميو تصبح الذبذب

m

k

m

k

m

k
802.1,247.1,445.0 321   

ض في المةادلة، نةو  نمط الاىتزاز المقابل لقيم ايقن لإيجاد   0 XIA   أو في مصفوفة

القرين  IAadj ، 
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 
    

      
    























422224

222222

422422

22

22

2

ppppp

pppppp

pppppp

IAadj







                                             

 


















247.2802.1000.1

802.1445.1802.0

0.1802.0445.0

1IAadj  

  ،و بالتالي

             


















000.1

802.0

445.0

1X 

  مودال،لتصبح مصفوفة ال  { X} , { X}و بنفس الطريقة يمكن إيجاد 

   






















000.1000.1000.1

247.2555.0802.0

802.1247.1445.0

X 

 أاكال الاىتزاز
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لمصفوفة الكتمة  أنماط الاىتزاز أو متجيات ايقن لأي جياز يمكن التدليل عمى أنيا متةامدة بالنسبة

 ،مع إسقاط الأقواس  iلكزازة كما يمي. دع المةادلة لمنمط و ا

K Xi = λi M Xi                                                                                   
 ، jأضرب مسبقاً بمةكوس النمط 

(1                              ) iT

jii

T

j XMXXKX  

  ،iو نضرب مسبقاً بالنمط  jدلة لمنمط ثانياً نبدأ بالمةا

(2)                              j

T

ij

T

i XMXXjKX  

 مصفوفة متماثمة، فإن الةلبقة التالية تكون صحيحة  Kو  Mو لأن كل من 

                                    
j

T

ii

T

j

j

T

ii

T

j

XKXXKX

XMXXMX



 

  ،(1( من المةادلة )2الآن  أطرح المةادلة )

                                   
j

T

iji XMX 0 

jiإذا كان     فإن المةادلة السابقة تةني أن ،،  

(3            )                                0j

T

i XMX 

  ،و بنفس الطريقة نحصل عمى

(4                          )                   0j

T

i XKX 

( و 3فالمةذادلتين ) i=j. أمذا إذا كذان ن خاصذية التةامذد لأنمذاط الاىتذزاز( تةرفا4)( و3المةادلتان )

 ( يمكن التةبير عنيما ىكذا 4)

                                          
ij

T

i

ij

T

i

KXMX

MXMX



 

 مة الةامة و الكزازة الةامة .. ىكذا يةرفان.ىما الكت  Kiو  Mi حيث أن  
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 :(3)مثال

 ح أدناه متةامدان. ن أن نمطي الاىتزاز لمجياز الموض  برى   

 

                        






















kk

kk
K

m

m
M

3
,

0

02 

                                                    











m

m
M

1

2
1

1

0

0 

                                        





















22

22

1

22

3

pp

pp
KMA 

                                   022

3

22

22













pp

pp
IA 

                                         2

2

2

2
1

1 2, pp   
 ،كما يمكن إيجاد النمطين و ىما الةامودان في المصفوفة التالية

                                                    






 


0.1

0.1

0.1

5.0
X 

                         0
0.1

0.1

0

02
0.15.021 


















m

m
XMX T 

 ،كما يمكن التحق  من أن  

                                   021 XKX T 
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متجيذذات ايقذذن لا تكذذون مفذذردة، و أي تركيبذذة خطيذذة مذذن  عنذذد وجذذود جذذذر متكذذرر فذذي المةادلذذة، فذذإن  

متجيذذذان    Xو   Xلمتجيذذذات يمكذذذن أن تحقذذذ  مةادلذذذة الحركذذذة. و لتوضذذذيح ىذذذذه النقطذذذة دع ىذذذذه ا

  ،يمكن أن تكتب  λoيختم  عن   λمتجو ثالث يتبع    Xبينما  λoيتبةان قيمة ايقن واحدة 

                                                    11 XXA o 
                                                    22 XXA o 

                                333 XXA  
  ،ثم أضفيا لممةادلة الأولي لنحصل عمي المةادلة التالية bأضرب المةادلة الثانية في الثابت 

                 2121 bXXbXXA o   

2112ديد و ىكذا فإن المتجو الج bXXX   ىو تركيبة خطية من المتجيين الأول و الثاني و ىذو

  ،أيضاً يحق  المةادلة

                 1212 XAX o 

. لكن يجذب أن نتذذكر أن أيذة أنمذاط λoو عميو يمكن القول بأنو ليس ىنالك نمط اىتزاز مفرد يقابل 

 و ذلك لكي تكون أنماط اىتزاز.  Xلممتجو يجب أن تكون متةامدة  λoتقابل 

 3(4)مثال

 ح في الرسم أدناه حيث أن القضيب جاسئ و خفي  الوزن.خذ القضيب الموض    
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  ،النمطين الأول و الثاني ىما

                             









1

1
1X              












1

1
2X 

 
ىما متةامدان. الذبذبتان الطبيةيتان لمنمطين ي الاىتزاز كما ىو واضح خطي ودوران و نمطأن 

  .متساويتان

                      
m

k2
21   

 متجيات ايقن المختمفة قد تكون ليا قيم ايقن متساوية. ىذا المثال يبين أن  

 :(4)مثال

 لتالية.أوجد قيم ايقن و متجيات ايقن لممصفوفة ا 

                                            






















011

101

110

A 

                                                    0 IA  

                                                021
2

  



64 

 

                                  2,1,1 321     

                  
 

 
























111

111

111

2

2

2







IAadj  

                                                   23   

                              
























333

333

333

3IAadj  

                             






















1

1

1

3X 

 ،في المصفوفة يقود إلي مصفوفة صفرية، و ليذا نةود لممةادلة الأصمية       λتةويض 

                                          0 XIA  
                                  0321  XXX 
                                   0321  XXX 

                                    0321  XXX 
231و المةادلات الثلبث لا تةدو أن تكون مةادلة واحدة ىي  XXX  و بالتالي،  

               














 



3

2

23

1

X

X

XX

X 

                                  لاحظ أن      013 XX
T  

1XXعندما تكون  32  ، 

                 


















1

1

0

1X 

 ،       X   = -1   ,   Xو عندما يكون 
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          


















1

1

2

2X 

سذيحق  المةادلذة   X و   X بالتذالي أي تجميذع مذنغيذر متفذردتين ، و    X و   X    و الملبحذظ أن  

 الأصمية.

 3مصفوفة المرونة 8.3

درجذذات مذذن  3لمجيذذاز  كذذن كتابذذة  مةذذادلات الحركذذة لأي جيذذاز بدلالذذة المرونذذة ىكذذذا. نفتذذرض أن  يم

 الحرية.



















































3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

f

f

f

aaa

aaa

aaa

X

X

X

 

 . X}{  {f} [A] =أو باكل مختصر   

 [A]  .مصذذفوفة المرونذذةaij   تةنذذي الإزاحذذة عنذذد المحطذذةi   بسذذبب قذذوة مقذذدارىا واحذذد مسذذمطة عنذذد

. و باستخدام مبذدأ التراكذب  3و  2و  1ىي القوي الةاممة عند المحطات   j  .f  , f  , fالمحطة  

 تم استنتاج مةادلات الحركة و بالطبع

              iiiii xmxmf 2   

 :(5)مثال

 ح في الرسم أدناه.أوجد مصفوفة المرونة لمجياز الموض   
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)المحطة واحد( ، بينما القوي في  عمى الكتمة في أقصي اليسار      fبتسميط حمل مقداره 

  ،المحطتين الأخريين تساوي صفراً، نحصل عمى

 
 مةادلات الحركة 

                                 01211111  aakka 

                              031211121  aakaak 

                                   0312131  kaaak 

  ،من ىذه نحصل عمىو 

k
a

k
a

k
a

4

1
,

2

1
,

4

3
312111  

 ،     f  = fعمى الكتمة التي في الوسط بينما        fالآن سمط حمل 

 

                                0221212  aakka 

                      0132221222  aakaak 

                               0322232  kaaak 

  ،و من ىذه المةادلات نحصل عمي

                              
k

a
k

a
k

a
2

1
,

1
,

2

1
322212  

 ،     f  = fعمى الكتمة التي عمى اليمين بينما        fالآن سمط حمل 
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                           0231313  aakka 

                    033231323  aakaak 

                     01332333  kaaak 

  ،و من ىذه المةادلات نحصل عمي

k
a

k
a

k
a

4

3
,

2

1
,

4

1
322313  

  ،و بالتالي فإن مصفوفة المرونة تصبح

                


















4
3

2
1

4
1

2
1

2
1

4
1

2
1

4
3

1
1

k
A 

 مصفوفة الكزازة  4.

 يمكن كتابة مصفوفة الكزازة لجياز لو ثلبث درجات من الحرية ىكذا 

        


















































3

2

1

333231

232221

131211

3

2

1

x

x

x

kkk

kkk

kkk

f

f

f

 

 ،أو باختصار

                     {f} = [K] {X} 
iiiىنا أيضاً  Xmf 2 . 

 kij   تةني القوة عند المحطةi   الناجمة من إزاحة مقدارىا واحد في المحطةj  بينما إزاحة

 المحطات الأخرى صفراً.

 :(6)مثال
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 المثال الساب .ح في أكتب مصفوفة الكزازة لمجياز الموض   

      x  = xعمى المحطة في أقصي اليسار بينما        xسمط إزاحة مقدارىا 

 
 :المةادلات

                                            011  kkk 
                                            021  kk 

                                            031 k 
  ،و بالتالي نحصل عمى

           k   = 2k , k   = -k  , k       

      x = xعمى المحطة الوسطي بينما        xو الآن سمط إزاحة مقدارىا 

 

 :المةادلات

                                      012  kk 

                                     022  kkk 

                                     032  kk 
  ،و بالتالي نحصل عمى

k  = -k , k   = 2k  , k   = -k 
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      x = xعمى المحطة اليمين بينما        xو أخيراً  سمط إزاحة 

 

 :المةادلات

                                              013 k 

                                          023  kk 

                                     033  kkk 
  ،و بالتالي نحصل عمى

k  = 0, k   = -k  , k   = 2k 
  ،إذن مصفوفة  الكزازة

    
























kk

kkk

kk

K

20

2

02

 

  ،و الآن تحق  من الآتي

[K]
- 

 = [A]                

[A]
- 

 = [K]                
التحميل الدقي  للؤجيزة ذات درجات حرية متةددة صةب، و الةمميات الحسابية المصاحبة لو  إن  

و قد يكفي تقديراً مةقولًا لمنمط طويمة. و في كثير من الأحيان لا تكون كل أنماط الاىتزاز مطموبة، 

. ىنالك عدد من الطر  المستخدمة لإيجاد أنماط ىتزاز و الأنماط الأخرى المنخفضةالأساسي  للب

 ريقة واحدة و ىي تكرار المصفوفة.الاىتزاز. سنركز اليوم عمى ط

 طريقة تكرار المصفوفة3 8.5
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  أتي عمى أاكال متاابيةإن  مةادلات الحركة أياً كانت طريقة استنتاجيا، فيي ت


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

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nnnnn
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n x
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aaa
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x

x

x












2

1

21

22221

11211

2

1

 

وفي حالة أن  تكون المصفوفة مصفوفة كزازة فإن  
2

1


   2وأما إن كانت مصفوفة مرونة  

. 

م و في طريقة تكرار المصفوفة، يبدأ التكرار بافتراض عمود الازاحات عمى يمين المةادلة و من ث

يتم  ةالقيام بالةممية الماار إلييا و التي تؤدي إلي تقدير جديد للبزاحات. ىذه الازاحات الجديد

قسمة عناصرىا عمى قيمة مةينة  تجةل أحد ىذه الإزاحات وحدة واحدة. و تقارب الحل يةطي  

مى الكزازة فإن ، أما إذا كانت المسألة مبنية عكانت المسألة مبنية عمى المرونة ذاإالذبذبة الأساسية 

 الحل يقود إلي القيمة القصوى لمذبذبة الطبيةية.

 3(7)مثال

ح في الرسم أدناه بطريقة تكرار أوجد الذبذبة الطبيةية الأساسية و نمط الاىتزاز لمجياز الموض  
 المصفوفة.

 
 الحل3

 مةادلة مصفوفة المرونة لمجياز ىي:

               
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  ،(1، سمط قوة وحدة واحدة عند المحطة ) aijمةامل المصفوفة  لإيجاد
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  )1(01 211111  aakka 

  )2(01121  aak 

  ،( نحصل عمى2( و )1من المةادلتين )

                    
k

a
k

a
1

,
1

2111  

 ،(2ط قوة وحدة واحدة عند المحطة )و الآن سم

 

  )3(0221212  aakka 

  )4(01 1222  aak 

 ،( نحصل عمى4( و )3من المةادلتين )

                   
k

a
k

a
2

,
1

2212  

 ،إذن مةادلة المصفوفة ىي

                                  











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 إلي: في الطر  اليمين لممةادلة وىي تقود       X  = Xنبدأ تكرار المصفوفة بالقيم 

       




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X  



72 

 

  ني،في التكرار الثا
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   لث،في التكرار الثا
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  ،نحصل عمى ثالثال و إذا توقفنا عند التكرار
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  ،و نمط الاىتزاز المصاحب لمذبذبة الأساسية
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 3حساب أنماط الاهتزاز العميا 8.6

. و لذلك إذا تم إلي النمط الأدنى التكرارية تؤديالةممية  عندما ينبني الحل عمى المرونة، فإن  

 الحل سيؤول إلي النمط الذي يميو أي النمط الثاني.  ، فإن  نمط الأولحذ  ال

  Xiالحل المقترح يمكن التةبير عنو بمجموع أنماط الاىتزاز  لنفترض أن  

X = C X  + C X  + C X  + … 
 بقة سنمجأ إلي التسمية التالية في المةادلة السا Xiو لمتفري  بين الحل المقترح و الأنماط 
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. و ليذا نستخدم علبقة التةامد Xفي الحل المقترح       Cو الآن نحذ  النمط الأول بأن نجةل 

X ذذبالضرب سابقاً ب
T
  M   و الذي سيؤدي إلي التخم  من كل الحدود عمى يمين المةادلة ما

 ،عدا الحد الأول

                   X
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  ،و من ىذه المةادلة نحصل عمى الآتي
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كل من أجل كتابة المةادلات الثلبث في ايرتان تطابقيتان وقد صيغتا كذلك و المةادلتان الأخ

 ،ةمصفوف
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 تةر  بمصفوفة الاكتساح  [S]بيذه الطريقة يكون قد تم اكتساح النمط الأول، و ليذا 
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            XSAx  

ةادلذة ىذذه سذتؤول إلذي الذنمط الثذاني. و لمحصذول عمذى الذنمط الثالذث و الأنمذاط الةممية التكرارية لمم

. و عمميذذة الاكتسذذاح سذذتنق  مرتبذذة المصذذفوفة واحذذداً كذذل و ىكذذذا       C  =Cالةميذذا فإننذذا نجةذذل 

 عممية التقارب تصبح أكثر صةوبة. مرة، إلا أن  

 3(8)مثال

ذذ  ى أسذذاس المرونذذة، و مذذن ثذذم أوجذذد كذذل أنمذذاط ح أدنذذاه عمذذأكتذذب مةادلذذة المصذذفوفة لمجيذذاز الموض 

 الاىتزاز.
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لمةادلة سذتؤول إلذي الذنمط الأول ، فإن ا x  ، x  ، xو إذا بدأنا الةممية التكرارية بأية قيم للبزاحات 

  ،ىوو 

                                 


































0.1

79.0

25.0

32.14
3

2

3

2

1

k

m

x

x

x
 



75 

 

  ،و الذبذبة الأساسية
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  ،المةادلة التكرارية لمنمط الثاني
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  ،نبدأ عممية التكرار بسةات عاوائية، و سيؤول الحل إلي النمط الثاني
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  ،إذن الذبذبة الطبيةية الثانية
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  ،من المةادلتين السابقتين نحصل عمى
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 ،و التي يمكن التةبير عنيا في اكل مصفوفة
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النمطذذين الأولذذين، و بالتذذالي يمكذذن اسذذتخداميا كمصذذفوفة اكتسذذاح  المصذذفوفة خاليذذة مذذن لبحذذظ أن  ي  

  ،لمنمط الثالث. و إعمال ىذه عمى المصفوفة الأصمية، نحصل عمى
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  ،المةادلة السابقة تؤدي مباارة إلي النمط الثالث
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  ،إذن الذبذبة الطبيةية الثالثة
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  3تمرين 8.7

  .ح في الرسم أدناهأوجد مصفوفة المرونة لمجياز الموض   .1
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 عمود. استنت  مصفوفة المرونة بقمب مصفوفة الكزازة.
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 الأنماط الةادية لجياز لو ثلبث درجات من الحرية كانت كما يمي:  .3

     k  = k  = kو     m  = m  = mلمجياز 
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 .تحق  من خاصية التةامد بين ىذه الأنماط

  ،ة كما يمي ثم أطم ( إزاحة أولي3إذا منح الجياز الموصو  في المسألة ) .4
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 أوجد المقدار من كل نمط الموجود في الاىتزاز الحر.
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 ح في الرسم أدناه.بطريقة تكرار المصفوفة  أوجد أنماط الاىتزاز لمجياز الموض   .5
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 الفصل التاسع

 اهتزاز الأجهزة المستمرة

 مدخل3 9.1

كون متجانسة جيزة المستمرة ىي أجيزة ذات كتمة مةروفة موزعة. ىذه الأجسام يفترض فييا أن تالأ

تسذتجيب لقذانون ىذوك إلذي حذد المرونذة. لتحديذد موضذع كذل ذرة فإننذا نحتذاج و متاذابية الخذوا ، و 

 .ليذا فإن ىذه الأجسام تمتمك عدد لا نيائي من درجات الحريةلي عدد لا نيائي من الإحداثيات و إ

عامة يكون الاىتزاز الحر ليذه الأجسام مجموع أنماط الاىتزاز الرئيسذة كمذا تمذت الإاذارة لذذلك مذن 

قبذذل. إذا كذذان المنحنذذذي المذذرن لمجسذذذم الذذذي بذذدأت بذذذو حركذذة الجسذذذم ينطبذذ  بالضذذبط مذذذع واحذذد مذذذن 

ن الأنمذذاط الرئيسذذة، فذذإن ذلذذك الذذنمط الذذرئيس ىذذو الذذذي يسذذود. و لكذذن المنحنذذي المذذرن الذذذي ينذذت  مذذ

خبطة أو إزالة مفاجئة لأحمال نادراً ما تنطب  مع أحد الأنماط الرئيسة و ليذا تتم إثارة جميع أنمذاط 

 الاىتزاز.

 3اهتزاز الأسلاك 9.2

التغييذر  . عمى افتراض الانحذرا  الةرضذي صذغير، فذإن  Tتم اده بقوة   (kg/m)سمك مرن كتمتو

 . dxح جزء من السمك طولو أيضاً و يمكن تجاىمو. الرسم التالي يوض   في قوة الاد يكون صغيراً 

 

 
 ،( تصبحyالانحرا  و الميل صغيرين، فإن مةادلة الحركة )في إتجاه  إذا افترضنا أن  
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 ،لحل ىذه المةادلة نستخدم طريقة الفصل بين المتغيرات

            y (x,t) = Y(x) G(t) 
  ،(1و بالتةويض في المةادلة )
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، فبإمكاننذا اعتبذار كذل xبينمذا الطذر  اليمذين لا يةتمذد عمذى  tو لأن الطر  اليسار لا يةتمذد عمذى 

 ،(2طر  ثابت )
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 ،و الحل الةام
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تةتمذذد عمذذى الحذذالات الحدوديذذة و الحذذالات الأوليذذة. عمذذى سذذبيل المثذذال   Dو   A  ،B  ،Cالثوابذذت 

  ،، فإن الحالات الحدودية تكون Lإذا اد السمك بين نقطتين ثابتتين المسافة بينيما 

                          y (0,t)  =  y  (L,t) = 0 

                         y (0,t)  = 0        B = 0                      

   3الحل
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                                                        


n
C

Ln  

              ,...3,2,1 n
L

cn
n


 

  ،و اكل نمط الاىتزاز

                                 
L

xn
Y


sin 

 ،أما إذا أزيح السمك باكل عاوائي ثم أطم ، فإن الاىتزاز يكون وف  المةادلة التالية

                       
L

xn
tDtCtxy

n

nnnn


 sincossin,

1






 

                                                                    0t 

                                               
L

xn
Dxy

n

n


sin0,

1






 

                           
L

xn
Cxy

n

nn


 sin0,

1






 

أضذرب كذل مةادلذة فذي 
L

xk
sin

  ثذم كامذل بذين الحذدين  x = 0 و x = L    كذل الحذدود عمذى .

  ،و ىكذا نحصل عمى n = kاليمين ستصبح صفراً ما عدا الحد 

                                       dx
L

xk
xy

L
D

L

k


sin0,

2

0

 
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                  ,...3,2,10  kCk 

 3الاهتزاز الطولي لمقضبان 9.3

 uالطولية ستكون ىنالك إزاحذات طوليذة  القضيب يفترض أن يكون منتظماً و نحيفاً. و نتيجة لمقوي

القضذيب لذو عذدد لا نيذائي مذن  . و لأن  tو الذزمن  xعمى طول القضيب و ستكون بدلالة الموضذع 

 درجات الحرية فينالك عدد لا نيائي من أنماط الاىتزاز.

 
 حة في الرسم أعلبه. تةرض لمتاوىات الموض   dxلنأخذ  عنصراً في ىذا القضيب طولو 

                     
x

u

dx

udxu
x
u







 



 

  ،و لكن

                                                               
EA

P

E


 

          
EA

P

x

u




 

 ،x. الآن فاضل بالنسبة لذ مساحة المقطع A حيث أن  

               (1                     )            
x

P

x

u
EA









2

2

 

  ،و الآن نات  القوي في اتجاه الةجمة يساوي حاصل ضرب الكتمة في الةجمة
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              (2                             )
2

2

t

u
Adxdx

x

P









 

حيث أن  
v
m  

  ،( نحصل عمى2( و )1و الآن من المةادلتين )

2

2

22

2 1

t

u

cx

u








 

حيث أن  


 Ec، 

  ،لنفترض الحل

                                               u (x,t) = U (x) G (t) 
  ،و بالتالي نحصل عمى مةادلتين تفاضميتين حميما

                                       xBxAxU
CC
 cossin  

                                        tDtCtG  cossin  

  ،الحل الةام

           tDtCxBxAtxu
CC

 cossincossin,  

                 0,0)0,(  Dxu 

  ،. أي أن  صفراً و بالتالي الانفةال صفراً  الإجياد عند الطرفين

                                           0,,0 








tL

x

u
t

x

u 

                                 0sin
0
















tC
c

A
x

u

x


 

                                                       0A 

                    0sinsin 























tC
c

L
B

cx

u

Lx


 

                                   0sin0 
c

L
B

 
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                                        





n
E

L
c

L
n

n  

                       





E

L

n
n  

عميو يمكن كتابة الحل الساب  لمقضيب الذي يكذون حذراً مذن ، و تمثل رتبة نمط الاىتزاز n  حيث أن  

 رفين و ليست لو إزاحة أولية ىكذا،الط






















 t

E

L

n

L

xn
uu o




sincos 

 .nعدد عقدىا  cosineلطولي عمى طول القضيب عبارة عن موجة عمى اكل إذن سةة الاىتزاز ا

 اهتزاز الالتواء في القضبان3 9.4

 
مةادلذذة الحركذذة بالنسذذبة لقضذذيب فذذي حالذذة اىتذذزاز التذذواء اذذبيو لمةادلذذة الحركذذة للبىتذذزاز الطذذولي فذذي 

 القضيب.

 Tالنذذاجم عذذن عذذزم  dxول زاويذذة الالتذذواء فذذي أي طذذ . إن  تمثذذل المسذذافة عمذذى  طذذول القضذذيب xدع 

  ،ىو

(1          )                            dx
GJ

T
d  
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dxTو  Tىي جذساءة الالتواء. الةذزم عمذى وجيذي الةنصذر ىذو  GJحيث أن 
x
T

  كمذا فذي الرسذم

 أعلبه.

  ،الذاتي في الةجمة الزاويةو الآن نات  الةزوم في اتجاه الةجمة يساوي حاصل ضرب عزم القصور 

          
2

2

t
Idx

x

T








  

dxJIو لأن   تصبح المةادلة ،،  

(2                             )        
2

2

t
J

x

T








 
 

                 ، (1من المةادلة )
x

JGT





 

(3        )                            
2

2

x
JG

x

T








  

  ،(3( و )2من المةادلتين )

2

2

22

2 1

tcx 






  

  حيث أن  


G
c .  

  ،و الحل كما نةمم ىو

       tDtCxBxAtx
GG

  cossincossin,  

 :(1)مثال

خذر حذر كمذا أوجد مةادلة الذبذبات الطبيةية لقضيب منذتظم فذي حالذة التذواء أحذد طرفيذو مقيذد و الآ 

 في الرسم أدناه.
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                                               000,  Dx 

            txBxAtx
GG

  sincossin,  

  ،الحالات الطرفية

                                       00,0  Bx  

                                    0,0, 





x
ieTLx

 

                                                  0cos 













 L

G


 

   


 









2

1
nL

G
n 

 ،إذن الذبذبة الطبيةية لمقضيب

            





G

L
nn 










2

1 

 :(2)مثال

عذذزم قصذذور عمذذود ناقذذل لمحركذذة يمكذذن افتذذراض أحذذد طرفيذذو مقيذذد و عمذذى الطذذر  الآخذذر قذذر  لذذو  

 . استنت  صيغة الذبذبات الطبيةية. Ioذاتي حول محور الدوران 
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                                          000,  Dx 

                                          00,0  Bt 

     xtCtx
G

 sinsin,  

  ،من الرسم مةادلة الحركة

                                                                 oL IT   

         Lxo

Lx

I
x

GJ 















 

 2 

ض و الآن عو  
Lx

Lx
x 

 











 , ، 





























 L

G
IL

GG
GJ o








 sincos 2 

  ،و التي يمكن كتابتيا

                                          





G

I

J

G
L

o

tan 

    
oI

I
  tan 

 حيث أن  
G

LJLI


  ,. 

  3اهتزاز العارضات 9.5
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الةذذزوم المسذذمطة عمذذى عنصذذر كمذذا فذذي ية للبىتذذزاز الةرضذذي نأخذذذ القذذوي و لإيجذذاد المةادلذذة التفاضذذم

  .الرسم أدناه

 
  ،عمى الطول= الكتمة  y   ،مةادلة الحركة في اتجاه 

                                                         dxydF 2 

     y
dx

dF 2 

  ،الةزوم حول أي نقطة في واجية الةنصر اليمين

                                       
0

2

2

2 
dx

yFdxdM  

                                                                F
dx

dM
 

                                                            
dx

dF

dx

Md


2

2

 

                                                        y
dx

Md 2

2

2

 

                                                          
2

2

dx

yd
EIM  

                 02

2

2

2

2









 y

dx

yd
EI

dx

d
 

  ،ثابت  E Iإذا كان 
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                                                       04

4

4

 y
dx

yd
 

                     
IE

2
4 

  

  ،نفترض حل المةادلة

                 axey  

  ،سنجد أن المةادلة تتحق  بالآتي

          iaa  , 

  ،و لكن

                                           xxe xi  sinhcosh  

     xixe xi  sincos  

  ،عميو يصبح الحل

           xDxCxBxAy  sincossinhcosh  

  ،و الذبذبة الطبيةية

                    
4

22

L

EI
L

EI
nnn





  

يةتمذذد عمذذى الحذذالات الحدوديذذة لمةارضذذة. الجذذدول التذذالي يةطذذي قذذيم  nالةذذدد  حيذذث أن   2Ln 

  ،لبةض الحالات الطرفية

 الحالة الطرفية 21L  22L  23L 

 88.9 39.5 9.87 عارضة مسنودة إسناد بسيط

 61.7 22.0 3.52 عارضة وتدية

 121.0 61.7 22.4 عارضة حرة الطرفين
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 121.0 61.7 22.4 عارضة مبنية من الطرفين

 104.0 50.0 15.4 عارضة طر  مبني و آخر مسماري

 50.0 15.4 0 عارضة مسمارية حرة

 :(3)مثال

 أوجد الذبذبات الطبيةية لةارضة وتدية منتظمة. 

 
  ،الحالات الطرفية

    0,0,,0,0
3

3

2

2


dx

yd
F

dx

yd
MLx

dx

dy
yx 

 ،ض ىذه الحالات في المةادلة الةامة نحصل عمىنةو  

                                    CACAy
x




0
0 

                                   DBDB
dx

dy

x












0
0

 

      0sinsinhcoscosh
2

2












LLBLLA
dx

yd

Lx

 

       0coscoshsinsinh
3

3












LLBLLA
dx

yd

Lx

 

 ،من المةادلات السابقة نحصل عمى

                            
LL

LL

LL

LL









coscosh

sinsinh

sinsinh

coscosh








 

  ،و التي يمكن تبسيطيا
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                                             01coscosh LL  

ن كل قيمة منيا تقابل نمط من أنماط الاىتزاز و لمذنمط الأول نجذد أ   Lىذه المةادلة تتحق  بةدد 

875.1L1   695.4و لمنمط الثانيL2   الذبذبة الطبيةية الأولي . و عميو فإن،  

      
44

2

1 515.3875.1
L

EI

L

EI


  

  3طريقة مصفوفة المرونة 9.6

 :(4)مثال

 .أوجد الذبذبة الطبيةية لةارضة وتدية تم تمثيميا بثلبثة كتل كما في الرسم أدناه 

 
( كمذذا فذذي 3(، )2) (،1مةامذذل التذذأثير المذذرن يمكذذن إيجذذاده بتسذذميط حمذذل مقذذداره واحذذد عنذذد النقذذاط )

سذذتخدام طريقذذة عذذذزم المسذذاحة يحسذذذب مذذذن ثذذم حسذذاب الانحذذذرا  عنذذد ىذذذه النقذذذاط. باالرسذذم أدنذذاه، و 

جسذذاءة الانحنذذاء  مذذن حاصذذل قسذذمة عذذزم المسذذاحة حذذول تمذذك النقطذذة عمذذى الانحذذرا  فذذي أي نقطذذة 

EI. 

 

                                                 axP
dx

vd
EI 

2

2
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                                            Aax
P

dx

dv
EI 

2

2
 

                                  2
2

,0, aL
P

A
dx

dv
Lx  

                                   22

22
aL

P
ax

P

dx

dv
EI  

                                BxaL
P

ax
P

EIv 
23

26
 

                      23

6
,0, aL

L

P
aL

P
BvLx  

       2323

626
aL

L

P
aL

P
xaL

P
ax

P
EIv  

                                                                   0a 

                                       
326

32
3 PL

x
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x
P

EIv  

                                            11

3

3
,0 a

EI

PL
vx  

                                        21

3

81

14
,

3
a

EI
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v

L
x  

                31

3
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4
,

3

2
a

EI
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v

L
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3

L
a  
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9

2
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PL

x
PLL

x
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EIv 







 

               12

3

81

14
,0 a

EI

PL
vx  

               22

3

81

8
,

3
a

EI
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v

L
x  

             32

3
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5
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3

2
a

EI
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v

L
x  
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3

2L
a  

81

4

183

2

6

323
PL

x
PLL

x
P

EIv 







 

               13

3

81

4
,0 a

EI

PL
vx  

                  23

3

162

5
,

3
a

EI

PL
v

L
x  

                 33

3

81
,

3

2
a

EI

PL
v

L
x  

  ،مصفوفة المرونة إذن

                                   


















15.24

5.2814

41427

81

3

EI

L
A 

                                            


















m

m

m

M

00

00

00

 

                              


















15.24

5.2814

41427

81

3

EI

mL
MA 

                                                0 xIAM  

                                                 0 IAM  

                                        Lm
mL

EI



  ,

243
32

 

                        16.053.000.1,35 11 
T

x 

                 
441 63.2

35

243

L

EI

L

EI


  

الإجابة المضبوطة 
41 52.3

L

EI


 .  
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 ل إلي الحل المضبوط.إذن كمما زادت عدد الكتل كمما اقترب الح

  3طريقة رالى 9.7

  .ميل المنحني المرن θعزم الانحناء و  Mلتكن 

 
  ،طاقة الانفةال في عنصر صغير

(1                            )        dMdU
2
1 

  ،الانحرا  عامة صغير و لأن  

   
2

21
,

dx

yd

dx

d

Rdx

dy



 

  ،و من نظرية الةارضات

                                    
EI

M

dx

d

EI

M

R


1 

  ،(1في المةادلة ) نص  قطر التقويسة. الآن عوض   R حيث أن  

                                         dx
EI

M
U

2

max
2

1 

                              







 dx

dx

yd
EIU

2

2

2

max
2

1 

  ،الةارضة التكامل عمى طول حيث أن  

 :طاقة الحركة
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                                          dmyT 
2

1
max 

                                     dmyT 22

max
2

1
 

 ىو منحني الانحرا  المقترح. y حيث أن  

 طاقة الانفةال نحصل عمى الذبذبة الأساسية.والآن بمساواة طاقة الحركة و 



 









dmy

dx
dx

yd
EI

2

2

2

2

2 

 :(5)مثال

 مسنودة إسناد بسيط عند طرفييا. Lأوجد الذبذبة الطبيةية الأساسية لةارضة طوليا  

  .دالة منحني الانحرا  نفترض  أن  

  t
L

x
ytxy o 


sinsin,  

  ،ىو الانحرا  في وسط الةارضة  yo حيث أن  

 
 ،و الآن

                        t
L

x
y

Ldx

yd
o 


sinsin

2

2

2









 

                                      dx
dx

yd
EII

L 2

2

2

0

1 







  
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                    dx
L

x
ty

L
EII

L

o 









0

22

4

1 sinsin



 

         dxt
L

x
ymdmyI

L

o

L

 









0

2

2

2

0

2 sinsin 
 

                         dx
L

x
tmyI

L

o 
0

222

2 sinsin


 

                                    
m

L
EI

I

I

4

2

12














 

          
4

2

mL

EI
  

 و ىذه ىي الإجابة المضبوطة.

 الكتل المعزولة3 9.8

يمكن استخدام طريقة رالى لإيجاد الذبذبة الطبيةية الأساسية لةارضة أو عمود تم تمثيمو بسمسة مذن 

  M  g , Mالكتل المةزولة. كحل أولي نفترض منحني الانحرا  الاسذتاتيكي النذاجم مذن الأحمذال 

g , M  g    الانحرافذات المقابمذة لتمذك الأحمذال ىكذذا و وy   , y  , y      و ىكذذا. طاقذة الانفةذال

المخزونة في الةارضة تحسب من الاغل الذي  تؤديو ىذذه الأحمذال. طاقذة الوضذع و طاقذة الحركذة 

 ،القصوتين ىكذا

                 ...
2

1
332211max  yMyMyMgU 

   ...
2

1
3

2

32
2

21
2

1

2

max  yMyMyMT  

  ،و بمساواة الاثنين نحصل عمى

                                           




ii

ii

yM

yMg
2

2

1 
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 3(6)مثال

 .ح في الرسم أدناهأحسب الذبذبة الطبيةية الأساسية للبىتزاز الةرضي لمجياز الموض   

 
ن الطذذر  اليسذذار النذذاجم مذذ xىذذي الانحذذرا  عنذذد أي مقطذذع عمذذى بةذذد نسذذتخدم القاعذذدة التاليذذة و  :أولاً 

  ،من الطر  اليمين ىو bمن حمل مركز عمى بةد 

                              222

6
bxL

LIE

Wbx
xy  

           bLx  

الانحذذرا  تحذذت كذذل حمذذل يمكذذن أن يذذتم الحصذذول عميذذو بتركيذذب الانحرافذذات الناجمذذة مذذن كذذل حمذذل 

 ،لوحده 

 
 ،kg 135من الحمل  الانحرا  الناجم

      
EIEI

y
3

222

1

10.273.3
5.15.25.5

5.56

5.25.181.9135





 

 
EIEI

y
3

222

2

10.889.2
5.145.5

5.56

45.181.9135





 

 ،kg 225الانحرا  الناجم من الحمل 

      
EIEI

y
3

222

1

10.5243.7
5.25.15.5

5.56

35.281.9225





        
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 
EIEI

y
3

222

2

10.4559.5
5.25.15.5

5.56

5.15.281.9225





 

 ،''yو'y و الآن أجمع 

                                
EI

y
EI

y
3

2

3

1

10.344.8
,

10.797.10
 

                                                        




ii

ii

yM

yMg
2

2

1 

                      
  3221

10.344.8135797.105.22

344.8135797.105.2281.9






EI
 

                            sradEI /03129.01  

 ريتز3 –طريقة رالى  9.9

ريتز تستخدم  –ى في طريقة رالى تستخدم دالة بحد واحد كافتراض لمنحني الانحرا . في طريقة رال

  ،. نبدأ بالةلبقةدالة كثيرة الحدود

           
*

max

max2

T

U
 

*طاقة الحركة  حيث أن  

max

2TT   و المنحني المقترح للبنحرا، 

         xCxCxCxy nn  ...2211 

 حيث أن   xi دالة تحق  الحالات الحدودية و الآن، 

                                                
i j

jiij CCkU
2
1 

         
i j

jiij CCmT
2
1 

 ،في حالة الاىتزاز الةرضي لمةارضات

      dxmmdxEIk jiijjiij    , 

  ،بينما لحالة القضيب الذي ييتز طولياً 
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        dxmmdxEAk jiijjiij    , 

 ، Ciقيمة دنيا بالتفاضل مع كل من الثابتين. فمثلًب بالنسبة لذ  2و الآن نجةل قيمة 

                                          



















*

max

max

2

T

U

CC ii

 

               0
2*

max

*

max
max

max*

max












T

C

T
U

C

U
T

ii 

  ،و ىذه تحق  بالآتي

       0
*

max

*

max

maxmax 









ii C

T

T

U

C

U 

  ،و لكن نفرض أن  

                                                        2

*

max

max 
T

U 

      
ii C

T

C

U











*

max

2

max  

  ،و لكن

                                                 


 n

j

jij

i

Ck
C

Umax 

                                                 


 n

j

jij

i

Cm
C

T *

max 

02                                 ،إذن  
n

j

jij

n

j

jij CmCk  

  ،أي أن  

      0... 2

2

2

221

2

11  ininniiii mkCmkCmkC  

  ،من المةادلات يمكن ترتيبيا عمى اكل مصفوفة n، فينالك  nإلي  1تتغير من  i و لأن  
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         0
2

1

2

1

2

1

1

2

112

2

1211

2

11













































nnnnnnn

nn

C

C

C

mkmk

mkmkmk











 

. و حذل المةذادلات يقذود nمذن الدرجذة  2جبرية بدلالذة المحددة ليذا المةادلة عبارة عن مةادلات 

. أما أاكال الاىتزاز فيمكن الحصول عمييا بحذل المةذادلات مذن أجذل nإلي ذبذبات طبيةية عددىا 

Ci لكل ذبذبة طبيةية و تةويض ذلك في المةادلة،  

                                                  



n

i

ii xCxy
1

 

 :(7)مثال

 Lريتز، أوجد الذبذبتين الأوليتين و نمطي الاىتزاز لةارضة وتديذة طوليذا  –باستخدام طريقة رالى  

  ،باستةمال حد واحد ثم حدين و ىما

       
3

2

2

1 , 


















L

x

L

x
 

  ،استةمال حد واحد

                                           
3221

6
,

2

L

x

L
  

                      
3

0

4

0

1111

44

L

EI
dx

L
EIdxEIk

LL

   

                                              dxmm

L


0

1111  

                                       
5

0

4

4 mL
dx

L

x
m

L

  

                               0
5

4 2

3

2 
mL

L

EI
MK


 

                                      
4

2

1

20

mL

EI
 
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  ،و النمط ىو

                                                      
2











L

x
xy 

   
311

4

L

EI
k  

  ،استةمال حدين

                   
3

0

5

0

2112

612

L

EI
dx

L

x
EIdxEIk

LL

   

               
3

0

6

2

0

2222

1236

L

EI
dx

L

x
EIdxEIk

LL

   

                                                        
5

11

mL
m  

                      
6

0

5

5

0

1112

mL
dx

L

x
mdxmm

LL

   

                                       
7

0

6

6

22

mL
dx

L

x
mm

L

  

              0
3032

3542

210126

64

2

1
2

3








































C

CmL

L

EI  

   دع
EI

mL

210

42
 ، 

                                   0
3012356

356424








 

                  
4

2

11 48.120594.0
mL

EI
  

                
4

2

22 5.12117691.5
mL

EI
  

  ،النمط الأول يحسب من الآتي

                           0356424 2111  CC  
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                   12 347.5 CC  

 ،و بالتالي

                              
32

1 347.5 


















L

x

L

x
xy 

  ،النمط الثاني يحسب من

                           0356424 2212  CC  

  12 347.12 CC  

 ،و التالي

                             
32

2 347.12 


















L

x

L

x
xy 

  ،الذبذبتين المضبوطتين ىما

4

2

24

2

1 5.485,36.12
mL

EI

mL

EI
  

الواضح أن الذبذبة الأولي بحد واحد ليست مضبوطة و لكنيا تبذدو كذذلك فذي حالذة الحذدين. الذبذبذة 

 الثانية غير مضبوطة و بالتالي لتحسين دقتيا يستحسن استخدام مزيد من الحدود.

  3تمرين 9.11

رض لقذذوة اذذذد عنذذدما يتةذذذ   kg/m 0.372أوجذذد سذذرعة الموجذذذة عمذذى طذذول حبذذذل كتمتذذو  .1

444N. 

Ans. (34.5m.s) 

E=200 kN/mmأوجذذذذد سذذذذرعة الموجذذذذة الطوليذذذذة عمذذذذى طذذذذول قضذذذذيب صذذذذمب نحيذذذذ   .2
  

3m/kg7810.                                        (     m/s)Ans. 
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كيبل مرن طرفو الةموي مثبت و الأسفل حر للبىتزاز تحت تذأثير الجاذبيذة الأرضذية )أنظذر  .3

  :مةادلة الاىتزاز الةرضي (. برىن أن  الرسم

   






















x

y

x

y
xg

t

y
2

2

2

2

 

 
و  2Lتتصذذذلبن بكيبذذذل طولذذذو  mقمذذذر صذذذناعي يتكذذذون مذذذن كتمتذذذين متسذذذاويتين كذذذل منيمذذذا  .4

ن أن بذرى oكما في الرسم أدناه. إذا كان القمر يدور في الفضاء بسذرعة زاويذة  كثافتو 

 المةادلة التفاضمية لمحركة الةرضية لمكيبل ىي: تجاىل تغير الاد في الكيبل



















y

t

y

Lmx

y
o

o

2

2

2

22

2




 

  ،و الذبذبة الأساسية

2
22

2

2
o

o Lm

L





 


















 
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طرفذو الةمذوي مثبذت و الطذر  الأسذفل مسذمط  Aو مسذاحة مقطةذو  Lقضيب منذتظم طولذو  .5

  ،ة تكون وف  المةادلة التاليةالذبذبات الطبيةي . برىن أن  Wعميو حمل 

W

LgA

E
L

E
L





 tan 

( يمكذذن التةبيذذر عنيذذا ىكذذذا    5بذذرىن أن الذبذبذذة الأساسذذية لمجيذذاز الموصذذو  فذذي المسذذألة ) .6

rM

k
11   

 حيث أن  
L

AE
kLn

M

M
r rod  ,, 11  وM .الكتمة الطرفية 

rodMMو كتمذذة تسذذاوي  kإذا مثمنذذا الجيذذاز بيذذاي ثابتذذو 
3
1  أوجذذد المةادلذذة التقريبيذذة لمذبذبذذة ،

نسذذذذذذبة الذبذبذذذذذذة التقريبيذذذذذذة لمذبذبذذذذذذة المضذذذذذذبوطة مذذذذذذن الحذذذذذذل السذذذذذذاب  ىذذذذذذي  الأساسذذذذذذية. بذذذذذذرىن أن  

r

r

3

31

1
. 

مقيذذذد فذذذي الوسذذذط و حذذذر  Lلذبذذذذبات الالتذذذواء الطبيةيذذذة لقضذذذيب منذذذتظم طولذذذو د صذذذيغة أوجذذذ .7

  .الطرفين

  







 ,...3,2,1,12 n

G

L
nn




Ans. 

، و ISأوجذذد الذبذبذذة الطبيةيذذة لجيذذاز التذذواء يتكذذون مذذن عمذذود منذذتظم لذذو عذذزم قصذذور ذاتذذي  .8

. قذارن الذبذبذة الأساسذية بتمثيذل Ioقرصان يتصلبن بطرفية و لكل منيما عزم قصور ذاتذي 

  .الةمود بياي التواء و قرصين













































1

2

tan
2

c

L

I

I

c

L

I

I

c

L

S

o

S

o





Ans. 
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 Jحيذث أن  GJ، جسذاءة الالتذواء ، الكثافذة  Lية: الطول قضيب منتظم لو الخوا  التال .9

 qيتصذذذل بيذذذاي التذذذواء لذذذو ثابذذذت  x = 0مةذذذاير القذذذ  . الطذذذر   Gالةذذذزم القطبذذذي و 

(Nm/rad)   بينما الطر ،x = L   ح في الرسم أدناه.مقيد كما موض 

 
منيا. تحق  مذن صذحة المةادلذة بدراسذة أوجد المةادلة التي يمكن استخلب  الذبذبات الطبيةية 

,0الحالة   qq . 

 . أوجد صي  لمذبذبات الطبيةية لقضيب حر من الطرفين في حالة اىتزاز عرضي.10

 مبنية من الطرفين. L. أوجد الذبذبات الطبيةية لةارضة منتظمة طوليا 11

بنيذذذة مذذذن طذذذر  و مسذذذمارية مذذذن م L. أوجذذذد الذبذذذذبات الطبيةيذذذة لةارضذذذة منتظمذذذة طوليذذذا 12

 الطر  الآخر.

مسنودة عنذد نقطتذين تبةذدان  300mm  ×50mm  ×50mm. اختبار لةارضة خرصانية 13
0.224 L  1690مذن الطذرفين أعطذي ذبذبذة رنذين Hz 26000. إذا كانذت كثافذة الخرصذانة 

kg/m
 
 ، أوجد مةاير المرونة عمى افتراض أن الةارضة نحيفة. 

Ans.(E = 24GN/m
 
) 

ذذذ، قذذذد  . باسذذذتخدام طريقذذذة رالذذذى14 ح فذذذي ر الذبذبذذذة الأساسذذذية لمجيذذذاز ذي الكتذذذل المةزولذذذة الموض 
 الرسم أدناه.
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














31 63.4
mL

EI
Ans. 

 .في الرسم أدناه ةح. قدر الذبذبة الأساسية لمةارضة الوتدية ذات الكتل المةزولة الموض  15

 
















31 62.1
ML

EI
Ans. 

دالذذذذذذذة الانحذذذذذذذرا  . اسذذذذذذذتخدم 16  









L

x
yxy


sinmax  لإيجذذذذذذذاد الذبذبذذذذذذذة الأساسذذذذذذذية لمةارضذذذذذذذة

 .  E I  = 4 E I. )ب(    E I  = E Iحة في الرسم أدناه إذا كان )أ( الموض  

 














 )(9.9,)(14,

4
4

1

4

1 أ
L

EI
ب

L

EI

L

m





Ans. 

( و لكن استخدم المنحني 16. أعد حل المسألة )17  









L

x

L

x
yxy 1

4
max . 














 )(11,)(3.17,

4
4

1

4

1 أ
L

EI
ب

L

EI

L

m





Ans. 

. قضذذذيب منذذذتظم مةمذذذ  بحريذذذة مذذذن مفصذذذمة فذذذي القمذذذة . باسذذذتخدام الأنمذذذاط الثلبثذذذة التاليذذذة 18

L

x

L

x

L

x 





2
sin,sin, 321   ريتز –أوجد المةادلة الخاصة باستخدام طريقة رالى. 

 













 0,4.15,5.51 14243 







L

EI

L

EI
Ans. 
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. إذا 20mm  مقذداره عمى طذر  جنذاح طذائرة مقاتمذة أدي إلذي انحذرا kg  . حمل مقداره 19

، أحسذب بالتقريذب ذبذبذة الجنذاح عنذدما يذتم تركيذب خذزان 10Hzكانت الذبذبة الأساسية لمجناح 

 .Ans(1.93Hz)     عمى طر  الجناح. kg 144وقود كتمتو 

فذذي  kg 5.44. عارضذذة مةينذذة أخضذذةت لتجربذذة اىتذذزاز باسذذتخدام ىذذزاز لا تمركذذزي كتمتذذو 20

انخفضذذذت ذبذبذذذة   4.52kg. بإضذذذافة كتمذذذة 435Hzبذذذة الذذذرنين ذبذ ، فوجذذذد أن  لةارضذذذةوسذذذط ا

  . أوجد الذبذبة الطبيةية لمةارضة.398Hzالرنين إلي 

 (497Hz)Ans. 

ريتذذز أوجذذد  –. باسذذتخدام طريقذذة رالذذى مسذذنودة إسذذناد بسذذيط عنذذد طرفييذذا L. عارضذة طوليذذا 21

الذبذبتين  الأوليتين . خذ 
L

x

L

x 





2
sin,sin 21 .  
















4

2

24

2

1 4,
mL

EI

mL

EI
Ans. 
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 المصطمحات
Terminologies)) 

 Amplitude سةة

 Acceleration عجمة

 Beam عارضة

 cantilever beam               عارضة وتدية     

 simply supported beam              ة اسناد بسيط عارضة مسنود    

 built – in beam              عارضة مبنية الطرفين    

 Coordinates احداثيات

 Coupling ارتباط

               static  coupling                ارتباط استاتيكي     

 dynamic  coupling                ارتباط ديناميكي     

 Continuous مستمر

  continuous - body               جسم مستمر

  Damping مضاءلة أو تخميد

 viscous damping               مضاءلة لزجة   

 damping coefficient               مةامل مضاءلة   

 damping ratio               نسبة مضاءلة   

 critical damping                مضاءلة حرجة   

  damper  (dashpot)                مضائل )مساعد ياي(   

 Degrees of freedom درجات حرية

 Diagram مخط ط

 free  body diagram                 مخط ط جسم حر   

 force diagram                 مخط ط القوي   

 Displacement إزاحة

 linear displacement                 إزاحة خطية   

 angular displacement                 إزاحة زاوية   

 Deflection إنحرا 

 static deflection              انحرا  استاتيكي   

 Disc قر 
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 Determinant محددة

 Energy طاقة

 potential energy              طاقة وضع   

 kinetic energy              طاقة حركة   

 strain energy              طاقة انفةال    

 Excitation إثارة ، اضطراب

 excitation force              قوة إثارة أو اضطراب    

 exciter               جياز إثارة أو اضطراب   

 Eccentric لا تمركزي

 eccentric mass               كتمة لا تمركزية   

  eccentricity               لا تمركز   

  Equilibrium اتزان

 static equilibrium               اتزان استاتيكي   

 Eignvalue قيمة ايقن

  Eignvector متجو ايقن

 Frequency ذبذبة 

 natural frequency               ذبذبة طبيةية   

 circular frequency               ذبذبة دائرية   

 Friction احتكاك

 Flywheel ا حد  

 Force قوة

 out of balance force            قوة ناجمة من عدم اتزان   

 Geometric axis محور ىندسي

 Homogeneous متجانس

    homogeneous equation             مةادلة صفرية    

 Initial conditions ت أوليةحالا

  Inertia قصور ذاتي 

  moment of inertia              عزم قصور ذاتي    

 inertia force               قوة قصور ذاتي   

  Logarithmic decrement تناق  لوغريثمي 
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 Motion حركة 

  ground motion              حركة أرضية    

 harmonic motion              فقية حركة توا   

 periodic motion              حركة دورية   

 reciprocal motion              حركة ترددية   

 Mass كتمة

 generalized mass              كتمة عامة   

 Matrix مصفوفة

 Modal matrix              مصفوفة نمطية   

 stiffness matrix              مصفوفة كزازة   

 flexibility matrix              مصفوفة مرونة   

 mass matrix              مصفوفة كتمة    

 sweeping matrix              مصفوفة اكتساح   

 adjoint matrix              مصفوفة قرين   

 Node عقدة

  Oscillation تأرجح

 Overshoot تجاوز

  Orthogonal متةامد 

 Particle جسيم

 Plate لوح

  Pendulum ا رق  

 Periodic time زمن دوري

 Power قدرة

 Phase angle زاوية طور

 Rigid جاسئ )لا يتاوه(

 Roll يتدحرج

 Pulley بكرة

 Radius of gyration نص  قطر الدوران

 Spring ياي

 Slip انزلا 
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 Simulation محاكاة

 System منظومة أو جياز

 conservative system              جياز محافظ   

 Steady state حالة مستقرة

  Transmissibility منقولية

 Torque عزم التواء

 Uniform منتظم

 Vibration اىتزاز

 vibration isolation              عزل اىتزاز   

  vibration absorber               ماصة اىتزاز   

 free vibration              اىتزاز حر   

 forced vibration              اىتزاز قسري    

 lateral vibration               اىتزاز عرضي   

 longitudinal vibration               اىتزاز طولي   

  torsional vibration               اىتزاز التواء   

 vibration mode                نمط اىتزاز   

 Velocity سرعة

 work اغل

 
 

 

 
 


