
 

 المسرسة اٍـَِا ٍلٔساثشت 

 ة ــ اٍندّ اٍض َخ محمد اٍخضير الٕجصاُيمي 

 

 
 

 2 دعوت إلى اٍخحٌَِ اٍـنسي
 ةة مصقنة حلِول مووجحِّ دروس وبٔؾلٌل موجّ 

 

2 1!!i    
 

 

 

 :اٍعاٍة من إؿساد

 وٍَس سـسي

 

 

 اٍعحـة الٔولى
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 ثعسٍص

يا ثّم ما بٔوثر قضٌ اٍياس ؿَِ  ،اللهتـ لّ ن وقنٌا ٍِشا وما ثوقِنٌا إ لله بٔ ثسم الله والذس         

لذلك بٔمسم صًصي الخاٍط  ؛ثضمحٌ جود اٍكصد في محَعَ وٍو كان ؿلى حزٍصت ،وما بٔؾؼمَ

 .وإلى كل من بٔؾصفوإدوتي وبٔصحابي قبسٔاثشتي  لديّ اإلى و 

 

ُشٍ الخعوت إلى اٍخحٌَِ اٍـنسي دون الخوض  بٔن بٔدعوَ  كم ُو صاق وظـة ؿلًي         

 ّ ذاظّة وبٔنّ ُشٍ الٔذيرت ٍِا ثصاء مبهص )قضاء  ،ةفي الحسًر ؾن لٍوؿة الٔؿساد اٍـنسً

ٍ كي )صـاؾيّ ، هؼيميّ )متريّ  ظحوٍوجّ  ...( ًٍن زنتي في اٍعاٍة (، حنٌ ثحسًلًّ (، قضاء ثب

ّ  بنّٔ ت  تبنّٔ لِّ سَ ة( ولٌ بٔهني ب  مـصقذَ ٍِشٍ المجموؿة تجاري ُشا اٍثراء )ثصاء لٍوؿة الٔؿساد اٍـنسً

 .واٍعحوٍوحِا ل تبسٔ بها لحاحذيا إلى ُشٍ اٍصكائزووشا الجبر  مـصقة اٍعاٍة باٍخحٌَِ الحنِنيّ 

 

ّ  بٔن هـعيي  اٍـمٌوٍنس بٔردنا في ُشٍ           ا اٍكصع ي مـصقذَ ٍِشنوّ ة ثُ َِعاٍة دروسًا هؼصً

ة ة وتمارٍن ثعحَنِّ ة ٍتمارٍن الٔؾلٌل الموجّ حَ حلِول مووجحِّ الخعة من اٍصياضَاث وجسِِّ 

في  ية اٍصاتـة رياضَاث تـغ اٍكائستلسدِـاة مكاُيم الدرس بٔملًا في بٔن يجس ظاٍة اٍس ي 

ُ وٍـلّّ بٔيها اٍنارئ س خلاحغ بٔهيا . ُشا اٍـمٌ عّي كامٌ قعول المنصر ولم ىًثر من غَ لم ه

قنس حصى الٔمص ثضكل  ،هـم، ُشٍ حنِنة .اٍتمارٍن وكٔهيا ثـمسنا إًناف ُشا اٍـمٌ فجبتٔ

جلك ٍس حخين: اٍسخة الٔوّل والٔهم ُو بٔهيا بٔردنا بٔن جس خكِس مٌَ ثسرؿة  ـودمنعود وً

يا ُشا هكًص َِ ؿلى كٍل ح ـواٍثاني ٍتمثٌّ في ىون مشىصت اٍخرصح هي الٔدصى في اهخؼارنا. 

ا من اٍومت  ًـ  تحسُنها. شرؾيا فيباؾخحار ُشٍ اٍـمٌ يعحـة بٔولى ومتى وخسنا مدس

 

وباٍخكًير تبنّٔ ُشا اٍـمٌ مس ثنصبٍٔ بٔحِال ٍن ٌسـكٌا الحغ ٍيِناُا قإهيا ىصًس بٔن        

و لماجا؟، لماجا ىكِّف  بٔهكس يا ؾياء نحادزه مَِلًا ونجَحه ؾن سؤال مس ًددادر إلى جُيه وُ

اٍنِام بهًشا عمٌ؟. في الحنِنة، نحن ىصًس من وراء جلك بٔن وسس تـغ اٍينعان الذي ؿاهٌُا 

بٔساثشت مٌَ مصارًا وحًصارًا وًٍوني شخعًا مٌَِ اٍعبر قٌحن لم وس خعؽ الاهخؼار حتى هعحح 

 س خعـيا مما درس يا في ُشٍ المسرسة قإن بٔظحيا قِشاٍيـَيه تٌ مصرنا بٔن هغصتٌ لك ما ا

 تكضٌ الله وإن بٔدعبنٔا فمن بٔهكس يا.



ل جسمحوا  ،الٔحِال ظياعيا بٔهتم  ،َ ُشا الخعاة إلى بٔساثشثيا، هـمبٔوخِّ  وفي الٔذير        

 ثضـوا ل ،جلك يجـٌ اٍعاٍة اٍعموخ يخخيل قإنّ  ؛مين ثنَِسًينلٔهكسكم تبنٔ حًوهوا مـِِّ 

وخسدوا من بٔساٍَة وظصق ثسرٌسكم تنسر ما  اُتميُّ تَسٍ إلى  مصساتً حول ؾينَ تٌ ذشوا

 ثس َعة( حنًا حـِوا اٍـِوم ثحسوا ثس َعة )قِييا ،ة وقـاٍَّ خشباً  بٔمًن وادذاروا بٔوثر اٍعصق

 .وذاٍط اٍخنسٍص اٍكضٌ وٍكم ؿَِيا كلّ 

 

 والله ولي كل ثوقِل
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4.  ّ  ةاٍسلاسٌ اٍـسدً
 ة حنٌ الٔؿساد الحنِنِّ  يمثٌ اٍصمز  في ُش اٍححر)

 ّ  (.ة بٔو حنٌ الٔؿساد اٍـنسً

 

 اثعمومِّ 

 ثـصًف

ٍخًن  n n
x  ّ ة ف مذخاٍَة مجامِـِا الجزئَّ ة. هـصِّ مذخاٍَة ؿسدً n n

S  ّ ة اٍتي تبنّّٔا المخخاٍَة اٍـسدً

 حسُا اٍـام مـعى باٍـلامة:

0

n

n k
k

S x


  

nوهنول إنّ اٍسِسلة اٍتي حسُا اٍـام    
x  وىًذة (

0
n

n

x


  مذنارتة ولٍوؾِا )S  إجا

ثنارتت المخخاٍَة  n n
S  منS  وىًذة ؾيسئش

0
n

n

S x




. 

 ّ  ة مذنارتة إجا وقنط إجا حننّت شرط ىوشي ومٌَ حكاقؤ الخواص الثَٓة:حًون مذخاٍَة ؿسدً

اٍسِسلة  (4
0

n
n

x


 مذنارتة 

المخخاٍَة  (9 n n
S تحنلّ شرط ىوشي 

 ًخحنلّ اٍشرط: (3

    2

0 0
1

0, / , ,
m

k
k n

n m n m n n x
 

             

سِسلة في بٔهَّ ًكِس في إزحاث ثنارة سِسلة دون حكمن ميّت ُشا المـَار ٍخنارة 

 مـصقة لٍوؾِا.

 مذحاؿست. ابٔمّا إجا لم ثخنارة اٍسِسلة قٌنول إنّّ 

 

 مِحوػة 

ًيجم ؾن اٍشرط اٍساتل بٔنّ ثنارة اٍسِسلة 
0

n
n

x


  ًنذضي ثنارة حسُّا اٍـامn
x  من

 اٍشرط غير كافٍ.اٍعكص. إلّ بٔنّ ُشا 
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ية. 4.4  مبُر

ٍخًن 
0

n
n

x


  و
0

n
n

y


 مذنارتخين، ؾيسئش حًون اٍسِسلة  سِسِخين 
0

n n
n

x y


  

ًون:من  مذنارتة بٔيًا كان   ، وٍ

 
0 0 0

n n n n
n n n

x y x y
  

  

       

 

ية. 9.4  مبُر

ٍخًن 
0

n
n

x


  و
0

n
n

a


  ّسِسِخين ؿسدًخين. هكترض بٔنn n
x a  بٔيًا كانn  بٔو ، )من

 المخخاٍَة n n
a  المخخاٍَة تهيمن ؿلى n n

x ّوبٔن )
0

n
n

a


  مذنارتة. ؾيسئش حًون اٍسِسلة
0

n
n

x


 

 مذنارتة.

 

 اٍسلاسٌ جاث الحسود الموحدة

ية. 3.4  مبُر

ٍخًن 
0

n
n

x


  سِسلة حسودُا موحدة إجن حًون
0

n
n

x


  مذنارتة إجا وقنط إجا كاهت مذخاٍَة

 ة محسودت.مجامِـِا الجزئَّ 

 

 بٔمثلة

ة ا موحدًا. ثخنارة اٍسِسلة اٍِيسس َّ ؿسدًا حنِنِ   aًٍَن  -4
0

n

n

a


  إجا وقنط إجا كان

0 1a   1لٔهَّ في حالة a  ل جسـى مذخاٍَة الحس اٍـام n

n
a  إلى اٍعكص، ومن ثّم

حًون 
0

n

n

a


  0مذحاؿست. وإجا كان 1a  :كان 
1

0

1

1

nn
k

n
k

a
S a

a






 


  

وثخنارة ؾيسئش المخخاٍَة  n n
S  1من

1
S

a



. 

. هخبمٌّٔ اٍسِسلة من  في حالة   -9
1

1

n n


 اٍتي وسمّيها سِسلة ريمان، حًون ،

1سِسلة ريمان مذنارتة إجا وقنط إجا كان  . 
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ية. 1.4  مبُر

ٍخًن  n n
u  و n n

v .مذخاٍَخين حسودُلٌ موحدة 

0( إجا كان 4
n n

u v   مهلٌ كان
0

n n  وكاهت
0

n
n

v


  ّمذنارتة قإن
0

n
n

u


 .مذنارتة 

وإجا كاهت 
0

n
n

u


  ّمذحاؿست قإن
0

n
n

v


 .مذحاؿست 

nيحننّان  bو  a( إجا وُخس ؿسدان موحدان تمامًا 9

n

u
a b

v
   بٔيًا كان

0
n n  كان

ٍسِسِخين 
0

n
n

u


  و
0

n
n

v


 .ا ًـ ا بٔو ثدداؿسان م ًـ  اٍعحَـة هكسِا، بٔي ثخناربان م

lim( إجا كان 3 n

n
n

u

v
  من  حِر*


كان َِسِسِخين  

0
n

n

u


  و
0

n
n

v


 .اٍعحَـة هكسِا 

lim( إجا كان 1 0n

n
n

u

v
  وثنارتت اٍسِسلة

0
n

n

v


  ّقإن
0

n
n

u


 .ثخنارة 

lim( إجا كان 1 n

n
n

u

v
   وثحاؿسث اٍسِسلة

0
n

n

v


  ّقإن
0

n
n

u


 .ثدداؿس 

 

ية ـ مـَار ىوشي ـ. 1.4  مبُر

ٍخًن 
0

n
n

a


  ُ  ف:ـصِّ سِسلة حسودُا موحدة. ه

lim n
n

n
L a


  

1إجا كان  (4 L  كاهت اٍسِسلة
0

n
n

a


 .مذنارتة 

1إجا كان  (9 L  كاهت اٍسِسلة
0

n
n

a


 .مذحاؿست 

1إجا كان  (3 L .ل ًكِس ُشا المـَار في تحسًس ظحَـة ُشٍ اٍسِسلة 
 

ية ـ مـَار دالامدير ـ. 6.4  مبُر

ٍخًن  n n
a  وٍيضؽ:.  تمامًامذخاٍَة حسودُا موحدة 

1lim n

n
n

a

a





  1وlim n

n
n

a
L

a




  

1إجا كان  (4 L  كاهت اٍسِسلة
0

n
n

a


 .مذنارتة 

كاهت اٍسِسلة  1إجا كان  (9
0

n
n

a


 .مذحاؿست 
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1Lإجا كان  (3  .ل ًكِس ُشا المـَار في تحسًس ظحَـة ُشٍ اٍسِسلة 

 

ية. 7.4  مبُر

ٍخًن  n n
a  ؾيسئش:تمامًامذخاٍَة حسودُا موحدة . 

1 1lim lim lim limn nn n
n n

n nn n
n n

a a
a a

a a

 

  

    

 

 مِحوػة

ية الٔذيرت بٔنّ لٍوؿة اٍسلاسٌ اٍتي يمًن  بٔو ثحاؿسُا باس خـلٌل  تحسًس ثناربهاثحيّن المبُر

مـَار دالامدير محخوات )تمامًا( في لٍوؿة اٍسلاسٌ اٍتي يمًن تحسًس ثناربها بٔو ثحاؿسُا اؾتمادًا 

 ؿلى مـَار ىوشي. هنول إنّ مـَار ىوشي بٔؿلى دمة من مـَار دالامدير.

 

 هدِجة

ٍخًن  n n
a  1. إجا كاهت اُنهاًة تمامًامذخاٍَة حسودُا موحدةlim n

n
n

a

a




 موحودت في  

limكاهت اُنهاًة  وجساوي  n
n

n
a


 بًٔضًا. موحودت وجساوي  

 

 اٍسلاسٌ المخنارتة معِناً واٍسلاسٌ هعف المخنارتة

 ثـصًف

ٍخًن 
0

n
n

a


  ّ ة. هنول إنّ سِسلة ؿسدً
0

n
n

a


  مذنارتة معِنًا إجا كاهت اٍسِسلة جاث الحسود

الموحدة 
0

n
n

a


  مذنارتة. وهنول إنّ اٍسِسلة
0

n
n

a


  هعف مذنارتة إجا كاهت مذنارتة دون بٔن

ية حًون   كّل سِسلة مذنارتة معِنًا حًون مذنارتة:بٔنّ  9.4مذنارتة معِنًا. ثحيّن المبُر

(
0

n
n

a


  )مذنارتة معِنًا (
0

n
n

a


 )مذنارتة 

 تَس بٔنّ اٍـًس غير صحَح.
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 اٍسلاسٌ المخياوتة

 ثـصًف

هنول إنّ اٍسِسلة 
0

n
n

a


  مذياوتة إجا وقنط إجا كان الحس اٍـامn
a  ٌساوي 1

n

n
    حِر

  ًًتمي إلى 1, 1  وحسود المخخاٍَة ، n n
 .موحدة 

 

ية. 8.4  مبُر
ٍخًن 

0
n

n

a


  ّسِسلة مذياوتة، تحنل 1
n

n n
a     و n n

  ِّة مذيامعة مذخاٍَة حنِن

ومذنارتة نحو اٍعكص. إجن حًون اٍسِسلة 
0

n
n

a


 :مذنارتة. وإجا كان 

0

n

n k
k

S a


      و
0

n
n

S a




  

 ، المتراجحخان اٍخاٍَخان:من  nتحننّت، بٔيًا كان 

2 1 2n n
S S S


       و

1n n
S S


    

  
ية بٔوثر عمومِةّ ثيطّ ؿلى ما ًلً: اس خزلاص في الحنِنة يمًن ية اٍساتنة من مبُر  المبُر

 

ية. 9.4  مبُر
ًٍكي ٍخنارة اٍسِسلة 

0
n n

n

a b


 :تحنلّ اٍشروط الثَٓة 

مذخاٍَة المجامِؽ  (4
0

n

n k
k

A a


 .مذخاٍَة محسودت 

ثخنارة المخخاٍَة  (9 n n
b  اٍعكص.من 

اٍسِسلة  (3
1

0
n n

n

b b




 .مذنارتة 

 

 هدِجة

إجا كاهت  n n
b  ِّة مذيامعة ومذنارتة نحو اٍعكص. وكاهت مذخاٍَة المجامِؽمذخاٍَة حنِن

0

n

n k
k n

A a


  
 

  محسودت، ؾيسئش حًون اٍسِسلة
0

n n
n

a b


 .مذنارتة 
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  إعداد الطالب: وليد سعدي

 مهممثال 

ٍخًن  n n
  ِّة مذيامعة ومذنارتة نحو اٍعكص. ؾيسئش حًون اٍسِسِخان:مذخاٍَة حنِن 

0

cos
n

n

nx


      و
0

sin
n

n

nx


 

من  xمذنارتخين بٔيًا كاهت  0,2. 

 

 خساء سِسِخين

 ثـصًف

ٍخًن  n n
A a  و n n

B b  مذخاٍَخين ؿسدًخين. هـصّف المخخاٍَة n n
C c  اٍتي وسمّيها

A، وىصمز إُيها باٍصمز Bو  Aخساء ثلافِّ  B :ًولٌ ًل 

0

,
n

n k n k i j
k i j n

n c a b a b


  

      

 

ية ـ مصحن ـ. 41.4  مبُر

ٍخًن  n n
A a  و n n

B b  مذخاٍَخين ؿسدًخين. وٍنرمز إلى خساء اٍخلافA B  باٍصمز

 n n
C c  ؾيسئش ًنذضي ثنارة اٍسِسلة

0
n

n

a


  المعِل وثنارة اٍسِسلة
0

n
n

b


 ثنارة ،

اٍسِسلة 
0

n
n

c


 :وثخحنلّ ؾيسُا المساوات 

0 0 0
n n n

n n n

c a b
  

  

       
   

    

 

 مِحوػة

اٍسِسِخين إنّ ثنارة إحسى 
0

n
n

a


  بٔو
0

n
n

b


  معِنًا، شرط بٔساسّ ل يمًن حشقَ من

ية اٍساتنة.  المبُر

 

 ثوظئة

ٍخًن  n n
A a  و n n

B b  مذخاٍَخين ؿسدًخين. وٍنرمز إلى خساء اٍخلافA B  باٍصمز

 n n
C c إجا كان .lim

n
n

a a


  وlim
n

n
b b


 :ظار لدًيا  
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  إعداد الطالب: وليد سعدي

lim
1

n

n

c
a b

n
 


  

 

ية. 44.4  مبُر

ٍخًن  n n
A a  و n n

B b  مذخاٍَخين ؿسدًخين. وٍنرمز إلى خساء اٍخلافA B  باٍصمز

 n n
C c ٌإجا ثنارتت اٍسلاس .

0
n

n

a


  و
0

n
n

b


  و
0

n
n

c


 :كان 

0 0 0
n n n

n n n

c a b
  

  

       
   

    
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 مذخاٍَاث وسلاسٌ اٍخواتؽ. 9
 (بٔو   ينالحنِ بٔحس  يمثٌ )في ُشا اٍححر

 

 اثعمومِّ 

 ثـصًف

ّ ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن   Aة اٍتي مٌعِنِا . وسمّي مذخاٍَة من اٍخواتؽ اٍـسدً

إلى المجموؿة  من  Nكّل ثعحَل من لٍوؿة غير مٌتهَة   ,A  بٔي لٍوؿة اٍخواتؽ اٍتي

، وىصمز ؿادت إلى مذخاٍَة ثواتؽ باٍصمز وثبذٔش ميمِا في  Aمٌعِنِا  n n
f  وn

f  ؾيصر من

 ,A. 

 

 ثواتؽاٍخنارة اٍخس َط لمخخاٍَة 

 ثـصًف

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة من ,A ّهنول إن .

المخخاٍَة  n n
f  ثخنارة تخساظة من تاتؽf  ًًتمي إلى ,A :إجا وقنط إجا تحنلّ اٍشرط 

   , lim
n

n
x A f x f x


    

اُنهاًة اٍخس َعة لمخخاٍَة اٍخواتؽ  fووسمّي  n n
f وىًذة ،lim

s

n
n

f f


. 

 

 اٍخنارة الميخؼم لمخخاٍَة ثواتؽ

 ثـصًف

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة من ,A ّهنول إن .

المخخاٍَة  n n
f  ثخنارة باهخؼام من تاتؽf  ًًتمي إلى ,A إجا وقنط إجا ثنارتت من ،

اٍعكص المخخاٍَة  n n
  المـصّقة باٍـلامة:من ؾياصر ، 

   sup
n n

x A

f x f x


   

اُنهاًة الميخؼمة لمخخاٍَة اٍخواتؽ  fووسمّي  n n
f وىًذة ،lim

u

n
n

f f


. 

 



 

 14   
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 مِحوػخين

من اٍواضح بٔهَّ إجا ثنارتت مذخاٍَة من اٍخواتؽ من تاتؽ ما باهخؼام، قِيي ثخنارة  .4

 تخساظة من اٍخاتؽ هكسَ.
 ٍخًن مذخاٍَة اٍخواتؽ .9 n n

f  من ,A بٔنّ . هكترض n n
f  ثخنارة تخساظة من

من  fتاتؽ  ,A إجا وُخسث مذخاٍَة . n n
  من ؾياصرA  حلَر ل ثخنارة

المخخاٍَة اٍتي حسُا اٍـام    n n n
f f    من اٍعكص، قإنّ المخخاٍَة n n

f         

 ل ثخنارة باهخؼام.
 

 ثـصًف

. هنول إنّ المخخاٍَة ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  من ,A  ثخنارة

من  fة من تاتؽ باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّ  ,A  إجا وقنط إجا، ثنارتت المخخاٍَة

اٍتي حسُّا اٍـام    sup
n n

x K

f x f x


    ّة من اٍعكص، وجلك بٔيًا كاهت المجموؿة المتراظK 

 . Aخوات في الم 

 

هلاحغ بٔنّ اٍخنارة الميخؼم لمخخاٍَة ثواتؽ     n n
f  من ,A  من تاتؽf  ًنذضي ثناربها

شا تسورٍ ًنذضي ثناربها اٍخس َط من fة من اٍخاتؽ الميخؼم ؿلى كل لٍوؿة متراظّ  . f، وُ

 بٔمّا الامذضاءان اٍـًس َان قِلٌ ذاظئان.

 

 ثـصًف

. هنول إنّ المخخاٍَة ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  من ,A  تحنلّ شرط

 باهخؼام إجا وقنط إجا كان: ىوشي

       2

0 0
0, / , , sup

n m
x A

n n m m n n f x f x


              
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ية. 4.9  مبُر

. وٍخًن المخخاٍَة ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  من ,A حًون .

المخخاٍَة  n n
f .مذنارتة باهخؼام إجا وقنط إجا حننّت شرط ىوشي باهخؼام 

 

 مذخاٍَاث اٍخواتؽ والاس تمصار

ت ل ًٍكي حتى حًون اُنهاًة اٍخس َط لمخخاٍَة من اٍخواتؽ المس تمصي  بٔنّ اٍخنارة ُياك بٔمثلة ثوضّحِ 

ا مس تمص   ًـ  ا.تات

 

ية. 9.9  مبُر

يخبمٌّٔ Aؾيصًرا من  a، وًٍَن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  . وٍ n n
f  مذخاٍَة

من  ,A:ّهكترض بٔن . 

المخخاٍَة  (4 n n
f  مذنارتة باهخؼام من تاتؽf  من ,A. 

nاٍخاتؽ  (9
f  مس تمص ؾيسa بٔيًا كان ، وجلكn  من. 

 .aمس تمصٌّ ؾيس  fإجن اٍخاتؽ 

 

 هدِجة

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة من اٍخواتؽ المس تمصّت ؿلىA ،

من  fوالمخنارتة باهخؼام من تاتؽ  ,A ؾيسئش ًٍون اٍخاتؽ .f   ا ؿلى مس تمصA. 
 

ية. 3.9  مبُر

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة من ؾياصر ,A .

 هكترض بٔنّ:

المخخاٍَة  (4 n n
f  مذنارتة باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة من تاتؽf  من ,A. 

nاٍخاتؽ  (9
f  مس تمص ؿلىA وجلك بٔيًا كان ،n  من. 

 .Aمس تمص ؿلى  fإجن اٍخاتؽ 
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ية1.9  . مبُر

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  ت ؿلى مذخاٍَة من اٍخواتؽ المس تمصيA، 

من  fوالمخنارتة باهخؼام من تاتؽ  ,A وٍخًن ، n n
  مذخاٍَة منA  مذنارتة من ؾيصر

  ًًتمي إلىA ًٍون:. حِيئش 

   lim
n n

n
f f


    

 

ية1.9  . مبُر

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة من ,A بٔي مذخاٍَة ،

. هكترض بٔنّ Aت ؿلى من اٍخواتؽ المس تمصي  n n
f  تحنلّ شرط ىوشي باهخؼام. حِيئش ثخنارة

 n n
f  باهخؼام من تاتؽf  ًًتمي إلى ,A. 

 

ية ـ قيرصتراس ـ6.9  . مبُر

ًٍَن  : 0,1f   ا. ؾيسئش ثوخس مذخاٍَة من وثيراث الحسود ا مس تمص  ًـ تات n n
P  من

 X  ثخنارة باهخؼام من اٍخاتؽf  ؿلى المجال 0,1. 

 

 هدِجة

ًٍَن  : ,f a b   ا. حِيئش ثوخس في ا مس تمص  ًـ تات X  مذخاٍَة من وثيراث الحسود

 n n
Q  من اٍخاتؽ ثخنارة باهخؼامf  ؿلى المجال ,a b. 

 

 ة الاص خناقمذخاٍَاث اٍخواتؽ وماتَِّ 

. وٍخًن من  ذالغير  مكذوحًا مجالً  Iًٍَن  n n
f  قة ؿلى مذخاٍَة من اٍخواتؽ المـصيI ،

n. وٍيكترض بٔنّ وثبذٔش ميمِا في 
f  ماتٌ ٍلاص خناق ؿلىI  بٔيًا كانn  ٌسمح ٍيا من ،

ُشا تخـصًف مذخاٍَة اٍخواتؽ  n
n

f  :ويمًٌيا ُيا بٔن هعصخ ؿسدًا من الٔس ئلة 

ٌُ ًنذضي اٍخنارة اٍخس َط، بٔو حتى الميخؼم، َِمخخاٍَة ( 4 n n
f  ثنارة n

n

f ؟ 
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( في حال ثنارة كل من المخخاٍَخين 9 n n
f  و n

n

f  ًٍون اٍخاتؽ ٌُ ،lim
n

n
f



  مض خل

limاٍخاتؽ 
n

n
f


 ؟.

 ُياك بٔمثلة ثحيّن بٔنّ الجواة ؾن اٍسؤاٍين اٍساتنين ُو "ل" في الحالة اٍـامّة. في الحنِنة،   

 

ية7.9  . مبُر

، وٍخًن غير ذال من  محسودًاو  مكذوحًامجالً  Iًٍَن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,I. 

 اٍخاٍَة:هضؽ اٍكصضَاث 

، قاٍخاتؽ من  nبٔيًا كان  (4
n

f  ماتٌ ٍلاص خناق ؿلىI. 

المخخاٍَة  (9 n
n

f   ثخنارة باهخؼام ؿلىI. 

ثوخس  (3
0

x  منI ثخنارة ؾيسُا المخخاٍَة ، ّ ة اٍـسدً  0n n
f x. 

 حِيئش:

ثخنارة المخخاٍَة  (4 n n
f  باهخؼام ؿلىI  من تاتؽf  من ,I. 

 ، ويحنلّ:Iًندٌ الاص خناق ؿلى  fاٍخاتؽ  (9

   , lim
n

n
x I f x f x



    
 

 هدِجة

، وٍخًن غير ذال من  مكذوحًامجالً  Iًٍَن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,I هكترض ما .

 ًبتٔي:

، قاٍخاتؽ من  nبٔيًا كان  (4
n

f  ماتٌ ٍلاص خناق ؿلىI. 

المخخاٍَة  (9 n
n

f   ة في ثخنارة باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظيI. 

ثوخس  (3
0

x  منI ّ ة ، تجـٌ المخخاٍَة اٍـسدً  0n n
f x .مذنارتة 

 حِيئش:

ثخنارة  (4 n n
f  باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة فيI  منf  من ,I. 

 ، ويحنلّ:Iًندٌ الاص خناق ؿلى  fٍخاتؽ ا (9

   , lim
n

n
x I f x f x



   
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 سلاسٌ اٍخواتؽ

 ثـصًف

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من حزئَّ  لٍوؿة Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,A ّهنول إن .

اٍسِسلة 
0

n
n

f


  مذنارتة تخساظة، بٔو باهخؼام، بٔو باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة منA إجا ،

وقنط إجا ثنارتت مذخاٍَة اٍخواتؽ  n n
S  حِر

0

n

n k
k

S f


 تخساظة، بٔو باهخؼام، بٔو باهخؼام ،

lim، ؿلى اٍترثُة. ووسمّي Aة من ؿلى كل لٍوؿة متراظّ 
n

n
S S


  لٍوع اٍسِسلة

0
n

n

f


 

وىصمز إٍََ باٍصمز 
0

n
n

f




. 

 

وهنول إنّ اٍسِسلة     
0

n
n

f


  تحنلّ شرط ىوشي باهخؼام إجا وقنط إجا حننّت المخخاٍَة

 n n
S :شرط ىوشي باهخؼام، بٔي 

     2

0 0
1

0, / , , sup
m

k
x A k n

n n m m n n f x
  

            

 

 مِحوػاث

باهخؼام إجا وقنط إجا حننّت شرط ىوشي باهخؼام ومن ناحِة بٔدصى ثخنارة سِسلة ثواتؽ 

 إجا ثنارتت سِسلة ثواتؽ باهخؼام قإنّ حسُّا اٍـام ٌسـى باهخؼام إلى اٍخاتؽ المـسوم.

 

 اٍخنارة اٍيؼيمي ٍسِسلة ثواتؽ

 ثـصًف

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,A ّهنول إن .

اٍسِسلة 
0

n
n

f


   َا إجا وقنط إجا، ثنارتت اٍسِسلة مذنارتة هؼيم
0

n
n

f




  ّ ؾصّقٌا  ة. إجْ اٍـسدً

 sup
n n

x A

f f x




  من. 
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ية8.9  . مبُر

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,A .

 الاس خِزاماث اٍخاٍَة صحَحة:

4( )
0

n
n

f


   َا(مذنارتة هؼيم  (
0

n
n

f


 )مذنارتة باهخؼام 

9( )
0

n
n

f


  )مذنارتة باهخؼام (
0

n
n

f


 )مذنارتة باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة 

3( )
0

n
n

f


  )مذنارتة باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة (
0

n
n

f


 )مذنارتة تخساظة 

 

ية9.9  . مبُر

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  و n n

g  مذخاٍَتي ثواتؽ من

 ,A:ّهكترض بٔن . 

اٍـسدًةّ المخخاٍَة  (4  n n
f x  ِّة مذيامعة، وجلك بٔيًا كانمذخاٍَة حنِن x  منA. 

المخخاٍَة  (9 n n
f .ثخنارة باهخؼام من اٍخاتؽ المـسوم 

*ًوخس في  (3


 ، يحنلّ:Mؿسد  

 
0

, ,
n

k
k

n x A g x M


     

 ؾيسئش حًون سِسلة اٍخواتؽ 
0

n n
n

f g


 .مذنارتة باهخؼام  

 

ية41.9  . مبُر

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,A هكترض .

قاٍخاتؽ  من  nبٔهَّ، مهلٌ حًن 
n

f  مس تمص ؾيسa  منA وبٔنّ اٍسِسلة ،
0

n
n

f


  مذنارتة

باهخؼام. ؾيسئش ًٍون لٍوؾِا 
0

n
n

f




  ا ؾيس  .aمس تمص 
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ية44.9  . مبُر

. وٍخًن ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,A هكترض .

بٔنّ 
n

f  مس تمصٌّ ؿلىA بٔيًا كان ،n  وبٔنّ اٍسِسلة من ،
0

n
n

f


  مذنارتة باهخؼام ؿلى كل

. ؾيسئش ًٍون لٍوؾِا Aلٍوؿة متراظّة في 
0

n
n

f




  ا ؿلى  .Aمس تمص 

 

ية49.9  . مبُر

. وٍخًن غير ذال من  مكذوحًامجالً  Iًٍَن  n n
f  مذخاٍَة ثواتؽ من ,I ّهكترض بٔن .

n
f  ماتٌ ٍلاص خناق ؿلىI  بٔيًا كانn  وبٔهَّ ًوخس في من ،I  ؾيصر

0
x  يجـٌ اٍسِسلة

 0
0

n
n

f x


  ّ ة مذنارتة، وبٔنّ اٍسِسلة اٍـسدً
0

n
n

f


  مذنارتة باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة في

I ؾيسئش ثخنارة اٍسِسلة .
0

n
n

f


  باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة فيI ًون لٍوؾِا . وٍ

0
n

n

f




  ماتلًا ٍلاص خناق ؿلىI:ّويحنل ، 

0 0
n n

n n

f f
 

 

   
 
   
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 اٍسلاسٌ اٍعحَحة .3

 

 اثعمومِّ 

 ثـصًف

وسمّي سِسلة صحَحة لمخغيّر ؾنسي كّل سِسلة ثواتؽ 
0

n
n

f


  حِر
n

f :ُو تاتؽ من اٍضكل 

 

:
n

n

n n

f

z f z a z




  

حِر  n n
a  وىصمز إلى اٍسِسلة اٍعحَحة تجاوزًا باٍصمز مذخاٍَة من .

0

n

n
n

a z


 ووسمّي .

0
a  .الحس اٍثاتت 

اث( هي الدؽ يمًٌيا حزوًس لٍوؿة اٍسلاسٌ اٍعحَحة تثلازة مواهين )عمَِّ    واٍضرة

تـسد ؾنسي    واٍضرة  :ًمـصّقة ولٌ ًل 

 
0 0 0

n n n

n n n n
n n n

a z b z a b z
  

        
   
    

 
0 0

n n

n n
n n

a z a z
 

     
 
   

0 0 0 0

n
n n n

n n k n k
n n n k

a z b z a b z


   

          
     
     

ن خبًرا ثحسًَِ   ا من اٍسٌِ ثَننُ بٔنّ لٍوؿة اٍسلاسٌ اٍعحَحة، مزوّدت باٍنواهين اٍساتنة حًُوِّ

 ّ  ة.ؿلى حنٌ الٔؿساد اٍـنسً

 

 ثوظئة ـ بتٌٓ ـ

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  سِسلة صحَحة، وٍيكترض بٔهَّ ًوخس ؿسد
0

z  حلَر حًون المخخاٍَة  *من

 ّ ة اٍـسدً 0

n

n n
a z  محسودت، ؾيسئش حًون اٍسِسلة

0

n

n
n

a z


  ٍـ مذنارتة معِنًا ؾيس كل ميمةz 

من  0
0,D z  ٍبٔي اٍنصص المكذوخ الذي مصوزٍ اٍعكص وهعف معص

0
z.  

*ٍييـش جاىصثه مَِلًا تخشويرك تبنّٔ بٔهعاف بٔمعار الٔمصاص هي بٔؿساد من )


 وبٔنّ بٔيّ  ،

ًَا من اٍـياصر )بٔو حزء مكذوخ( مصص مكذوخ ًون بٔنّ ُشٍ الميّت ل حإلّ  .يحوي ؿسدًا ل نّائ

 .(مغِنة في  بٔحزاءً المغِنة إج جضكل ب حادياث اٍـياصر  الٔحزاءصحَحة في 
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  إعداد الطالب: وليد سعدي

 إزحاث اٍخوظئة

*من  Mض ؿسدًا إلى اٍكصْ  في الحنِنة، نجس اسدٌادًا


 حلَر: 

0
, n

n
n a z M    

هنعة من اٍنصص  zإجا كاهت  0
0,D z :قلدًيا 

0

,

n

n

n

z
n a z M

z
    

شا ما ًثخت ثنارة اٍسِسلة  وُ
0

n

n
n

a z


  معِنًا عملًا بمـَار الحصر لٔنّ اٍعصف الٔيمن

ة مذنارتة لٔنّ َِمتراجحة حس ؿام ٍسِسلة ُيسس َّ 
0

1
z

z
. 

 

 هدِجة

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  سِسلة صحَحة، وٍيكترض بٔهَّ ًوخس ؿسد
0

z  حلَر حًون اٍسِسلة  *من

0
0

n

n
n

a z


  مذنارتة، ؾيسئش حًون اٍسِسلة
0

n

n
n

a z


  مذنارتة معِنًا ؾيس كل ميمة ٍـz  من

 0
0,D z. 

 
 هعف معص ثنارة سِسلة صحَحة

ية وثـصًف. 4.3  مبُر

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  وحِسؾيصر  ًوخسسِسلة صحَحة. ؾيسئش R  من:حلَر ، 

 لةحًون اٍسِس (4
0

n

n
n

a z


  مذنارتة معِناً بٔيًا كانz  محننّاً َِشرط  منR z. 

حًون اٍسِسلة  (9
0

n

n
n

a z


  مذحاؿست بٔيًا كانz  محننًّا َِشرط  منR z. 

هعف معص ثنارة اٍسِسلة اٍعحَحة  Rوسمّي اٍـيصر 
0

n

n
n

a z


. 

 

 إزحاث

ّ لٍوؿة الٔؿساد الحنِنِّ  ٍخًن  ة ة الموحدة اٍتي تجـٌ المخخاٍَة اٍـسدً n

n n
a r .محسودت 

 منها(، قِيي ثندٌ حسّا بٔؿلى: غير ذاٍَة، )لٔنّ اٍعكص ؾيصرٌ  لماّ كاهت 
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 supR


     
Rحلَر  ؿسدًا ما من  zًٍَن  (4 z  ؾيسئش نجس، اسدٌادًا إلى ثـصًفR ؿسدًا ،

r  حلَر  منR r z  ولماّ كاهت المخخاٍَة . n

n n
a r  ٌٓمحسودت امذضت ثوظئة بت

اٍخنارة المعِل َِسِسلة 
0

n

n
n

a z


. 

Rحلَر  ؿسدًا من  zومن جة بٔدصى، إجا كان  (9 z قإنّ ثـصًف .R  ًّحيّن بٔن

المخخاٍَة  n

n
n

a z  شا ًنذضي ثحاؿس اٍسِسلة ٍُست محسودت، وُ
0

n

n
n

a z


. 

 

 ثـصًف

ية اٍساتنة و المـصّف تـ : Rوسمّي اٍـيصر   اٍوارد في المبُر

 محسودت sup / n

n
n

R r a r


   

هعف معص ثنارة اٍسِسلة اٍعحَحة 
0

n

n
n

a z


 ومن المِم الٕصارت ُيا إلى بٔهَّ يمًن ثـصًف .

R :ثضكل مكافئ كالتٓي 

 مذنارتة
0

sup / n

n
n

R r a r




    
 
 

شا اٍخـصًف المكافئ ًًذج مداشرت من اٍيدِجة المس خزَِ   عة من ثوظئة بتٌٓ.وُ

 

ية. 9.3  مبُر

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  سِسلة صحَحة، ؾيسئش يحنلّ هعف معص ثناربهاR :اٍـلامة اٍخاٍَة 

1
lim n

n
n

a
R 
  

1مؽ الاظعلاخ 
0 


1و  

0
 . 

 

 إزحاث

 هلاحغ بٔنّ 

lim limn nn
n n

n n
a z z a

 
  
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1وبما بٔنّ اٍسِسلة ثخنارة معِنًا كللٌ كان 

lim n
n

n

z
a



 1، وثدداؿس كللٌ كان

lim n
n

n

z
a



. 

1بٔنّ  Rوجلك اسدٌادًا إلى مـَار ىوشي قإهيا نجس من وحساهَة 
lim n

n
n

a
R 
 وهي اٍـلامة ،

 المعِوتة.

 

 مِحوػة

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  سِسلة صحَحة، وٍيكترض بٔنّ حسود المخخاٍَة n n
a  ل ثيـسم اتخساءً من رثحة

ية مـَّ 
0

n وبٔنّ اُنهاًة .
1

lim n

n
n

a

a


   موحودت وثًتمي إلى ؾيسئش ،  ُو هعف معص

ثنارة اٍسِسلة 
0

n

n
n

a z


 ّ  ة.، وجلك تياءً ؿلى مـَار دالامدير َِسلاسٌ اٍـسدً

 ن ثسِولة صحة المتراجحة اٍخاٍَة:وبٔوثر من جلك هدِنّ 

1 1

lim limn n

nn
n n

a a

a a
 

    

 قإجا رمزنا تـ :

1

lim n

n
n

a

a


      و
1

lim n

n
n

a
L

a


 

 لحؼيا ما ًلً:

حًون اٍسِسلة  (4
0

n

n
n

a z


  مذنارتة معِناً بٔيًا كانz  محنناً َِشرط  منz. 

حًون اٍسِسلة  (9
0

n

n
n

a z


  مذحاؿست بٔيًا كانz  محننًا َِشرط  منL z. 

 

 مثال

ٍيـخبر اٍسِسلة 
0

n

n

z


. 

 لدًيا:

1

lim 1n

n
n

a

a


    
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ة إجن، ثخنارة اٍسِسلة اٍِيسس َّ 
0

n

n

z


  معِنًا من بٔخٌ كلz  1يحنلّ  من z  وحًون

1مذحاؿست لماّ  z. 

1بٔذيًرا، هلاحغ بٔهَّ إجا كان  z :كاهت نّاًة الحس اٍـام 

lim 1 0
n

n
z


   

وباٍخالي حًون اٍسِسلة 
0

n

n

z


  مذحاؿست لٔخٌ كلz  1يحنلّ  من z. 

 

 ثـصًف

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  سِسلة صحَحة، هعف معص ثناربهاR  وسمّي اٍنصص المكذوخ تمامًاموحة .

في المس خوي اٍـنسي مصص ثنارة اٍسِسلة  Rالذي مصوزٍ اٍعكص وهعف معصٍ 
0

n

n
n

a z


 

ا  ا اٍعكص وهعف معصُ دائصت ثنارة اٍسِسلة. ومن المِم  Rووسمّي تجاوزًا الدائصت اٍتي مصوزُ

)بٔهؼص  !الٕصارت ُيا إلى وحود سلاسٌ صحَحة ثدداؿس ؾيس كل هنعة من هناط دائصت ثناربها

 المثال اٍساتل(.

 

ية3.3  . مبُر

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  0سِسلة صحَحة، هعف معص ثناربها  خًن ، وٍ
0

n

n
n

b z


  سِسلة

 . ؾيسئش يحنلّ:0صحَحة، هعف معص ثناربها 

َِسِسلة المجموع  هعف معص اٍخنارة  (4
0

n

n
n

c z


  حِر
n n n

c a b   لٔخٌ كلn 

اٍـلامة  من  min ,     وتحسج المساوات في حالة  . 

َِسِسلة الجساء  هعف معص اٍخنارة  (9
0

n

n
n

d z


  حِر
0

n

n k n k
k

d a b




  بٔيًا كانn 

. اٍـلامة من  min ,   . 
 

 ثـصًف

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  سِسلة صحَحة، وسمّي اٍسِسلة اٍعحَحة المـصّقة تـ  1
0

1 n

n
n

n a z




 

 ة.ثسِسِتها المض خنّ 
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ية1.3  . مبُر

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  سِسلة صحَحة هعف معص ثناربهاR ؾيسئش ًٍون هعف معص اٍخنارة .R 

 .Rٍسِسِتها اٍعحَحة المض خنةّ مساويًا ٍـ 

 

 إزحاث

 هلاحغ بٔولً بٔنّ:
1

1 1
, 1

n n

n n
n a z z n a z



 
     

شٍ المتراجحة ثحيّن بٔنّ اٍشرط  zوُ R  ًنذضيz R ٌَوم .R R . 

0ومن جة بٔدصى، ًٍَن   :ؾيسئش نجس . 

    
1

1 1

0, ,

1
1 1

nn

n n

z n

n a z a z
z



 

   

   


  

وجلك تياءً ؿلى المتراجحة اٍواضحة والمكِست    
1

1 1
n

n


    :ّشا ًحيّن بٔن  . وُ

 0 1 z R z R       
شا ٌس خِزم بٔنّ  وُ 1R R    ّومن ثّم نجس بٔنR R  ّلٔن  .ؿسد موحة تمامًا ىَكي 

Rوتياءً ؿلى ُشا ىًون مس بٔزحدٌا بٔنّ  R. 

 

 دواص لٍوع سِسلة صحَحة

في  .وبٔمواط اٍخنارة المخخِكة اٍـسدًةّخخاٍَاث وسلاسٌ اٍخواتؽ لم  ٍنس ثعصمٌا في اٍكعٌ اٍساتل 

ّ  ،الحنِنة ة ثحنى مـؼم اٍخـارًف واٍيخائج اٍتي درس ياُا ُياك سارًة في حالة اٍخواتؽ اٍـنسً

 تحـضِا. صلمخغيّر ؾنسي. لذلك س يشوّ 

 

 ثـصًف

وٍخًن  ة غير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة من ,A ّهنول إن .

المخخاٍَة  n n
f  ثخنارة تخساظة من تاتؽf  من ,A :إجا وقنط إجا حننّت اٍشرط 
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   , lim
n

n
z A f z f z


    

وهنول إنّ المخخاٍَة  n n
f  ثخنارة باهخؼام من تاتؽf  من ,A  إجا وقنط إجا ثنارتت

نحو اٍعكص المخخاٍَة  n n
  المـصّقة تـ :من ؾياصر ، 

   sup
n n

x A

f x f x


    

وهنول إنّ المخخاٍَة  n n
f :تحنلّ شرط ىوشي باهخؼام، إجا وقنط إجا، كان 

       2

0 0
0, / , , sup

n m
x A

n n m m n n f x f x


              

وبٔذيًرا هنول إنّ المخخاٍَة  n n
f  ثخنارة باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة من اٍخاتؽf  من

 ,A  إجا وقنط إجا تحنلّ اٍشرط: مهلٌ حًن المجموؿة المتراظّةK  المخوات فيA ّقإن ،

المخخاٍَة  |n K n
f  من ,A  ثخنارة باهخؼام من

|K
f . لماّ كاهت كل مذخاٍَة تحنلّ شرط

قضاء تام( قإهيا وس خًذج ثسِولة بٔنّ مذخاٍَاث اٍخواتؽ من  مذنارتة ) ىوشي في 

 ,A  اٍتي تحنلّ شرط ىوشي باهخؼام حًون مذنارتة باهخؼام وبٔنّ اٍخنارة باهخؼام ؿلى

ت من كل لٍوؿة متراظّة لمخخاٍَة من اٍخواتؽ المس تمصّ  ,A  ٌس خِزم اس تمصار اُنهاًة ؿلى

A. 
 

 ثـصًف

. وٍخًن ة وغير ذاٍَة من لٍوؿة حزئَّ  Aٍخًن  n n
f  مذخاٍَة من ,A. 

هنول إنّ اٍسِسلة 
0

n
n

f


  )ثخنارة تخساظة )بٔو باهخؼام، بٔو باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة

من  fنحو تاتؽ  ,A  إجا وقنط إجا ثنارتت مذخاٍَة اٍخواتؽ n n
S  حِر

0

n

n k
k

S f


 

من  f)بٔو باهخؼام، بٔو باهخؼام ؿلى كل لٍوؿة متراظّة( من اٍخاتؽ تخساظة  ,A الذي ،

وسمََّ لٍوع اٍسِسلة 
0

n
n

f


. 

وهنول بٔنّ اٍسِسلة 
0

n
n

f


   َا ؿلى مذنارتة هؼيمA  ّ ة إجا وقنط إجا ثنارتت اٍسِسلة اٍـسدً

0

sup
n

An

f


. 

 ّ  .Aٌس خِزم اٍخنارة الميخؼم ؿلى المجموؿة  Aي ؿلى وهـل بٔنّ اٍخنارة اٍيؼيم
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ية 1.3  مبُر

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  0سِسلة صحَحة هعف معص ثناربها R ؾيسئش ثخنارة سِسلة اٍخواتؽ .

0

n

n
n

a z


   َا، ومن ثّم باهخؼام ؿلى كل مصص مغِل هؼيم 0,D r  ٍمصوزٍ اٍعكص وهعف معص

r  من المجال 0,R. 

 

 إزحاث

 في الحنِنة، إنّ ُشٍ اٍيدِجة واضحة لٔنّ:

 0,

, sup n n

n n
z D r

n a z a r


    

واٍسِسلة 
0

n

n
n

a r


  مذنارتة في حالةR r. 

 

 هدِجة

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  0.سِسلة صحَحة هعف معص ثناربها R  ؾيسئش ًٍون لٍوؾِا

0

n

n
n

z a z




  ا ؿلى مصص اٍخنارة مس تمص  0,D R. 

 

 إزحاث

ية اٍساتنة.  ُشٍ اٍيدِجة واضحة من المبُر

 

 لاحنة.ٍهبتٔي النٓ إلى ثـصًف مهم خسًا في دراسدٌا ا

 ثـصًف

ا من  f. وًٍَن وغير ذاٍَة من المس خوي اٍـنسي  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ إلى  تات

ًندٌ الاص خناق ؾيس هنعة  f. هنول إنّ اٍخاتؽ 
0

z  من:إجا وقنط إجا مدٌ اٍخاتؽ اٍخالي ، 
 

   
0, 0

0

0

: \
f z

z

f z f z
z

z z

  




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نّاًة مٌتهَة ؾيس 
0

z.  وىصمز ؿادت إلى ُشٍ اُنهاًة في حال وحودُا باٍصمز 0
f z  وهنول ؾن

 .إجا وقنط إجا مدٌ الاص خناق ؾيس كل هنعة من  إهَّ ُوٍومورفي ؿلى  fاٍخاتؽ 

 

، لذلك س يًذكي ُيا باٍخـصًف امسة بٕاسِاة اٍكعٌ الخس يسرس اٍخواتؽ اٍِوٍومورقِّ   

 ة.اٍسلاسٌ اٍعحَحة ثـعي بٔمثلة مهمّة ؿلى ثواتؽ ُوٍومورقِّ وس يخيّن بٔنّ 

 

ية6.3  . مبُر

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  0سِسلة صحَحة هعف معص ثناربها R ؾيسئش ًٍون اٍخاتؽ .

 
0

n

n
n

z S z a z




   ِا ؿلى مصص اٍخنارة ُوٍومورق 0,D R:ًون  ، وٍ

      1
0

0, , 1 n

n
n

z D R S z n a z





     

 

 هدِجة

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  0سِسلة صحَحة هعف معص ثناربها R ؾيسئش ًندٌ اٍخاتؽ .

 
0

n

n
n

z S z a z




  ًَا من المصّاث ؿلى مصص اٍخنارة الاص خناق ؿسدًا ل نّائ 0,D R ،

ًون:  وٍ

     
 

0

!
0, ,

!

p n

n p
n

n p
z D R S z a z

n







    

 وتوخَ ذاص ًٍون:
   0

,
!

p

p

S
p a

p
    

 

 هدِجة

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  0سِسلة صحَحة هعف معص ثناربها R ؾيسئش ثخنارة اٍسِسلة ،

1اٍعحَحة 

0

nn

n

a
z

n





  ؿلى اٍنصص 0,D R:ًون  ، وٍ
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1

0 0

n nn

n
n n

a
z a z

n

 


 

 
 

 
   

 

  ؾنسي وثعحَناثَ لمخغيّر اٍخاتؽ السّّٔ 

 ثـصًف

لماّ كان هعف معص اٍخنارة َِسِسلة اٍعحَحة 
0 !

n

n

z

n

  مساويًا ٍـ ؾصّقٌا ،

 
0

exp
!

n

z

n

z
z e

n





   وجلك بٔيًا كانz  وبٔسمَياٍ اٍخاتؽ الٔسّّ. .من 

 

ية  ثـسّ  ية اٍخاٍَة ثـميماً َِمبُر ِّنة باٍخاتؽ الٔسّّ المبُر  .الحنِني المخـِ

 

ية7.3  . مبُر

 قلدًيا: ؿسدٍن من  wو  z( بٔيًا كان 4

z w z we e e    
0قإنّ  من  z( بٔيًا كان 9 ze. 

expُوٍومورفي و  exp( اٍخاتؽ 3 exp . 

 ُو اٍخاتؽ الٔسّّ الحنِني المبٍٔوف. ؿلى  exp( إنّ منعور 1

 قإنّ: من  z( بٔيًا كان 1

1 2ze z i     
2ًندٌ اٍـسد  expواٍخاتؽ  i اٍخاتؽ الٔسّّ ٍُس مذحاًياً في  دورًا له(!!). 

( إجا كاهت 6 1 : 1S z z   :هي دائصت اٍوحست قإنّ اٍخعحَل 
1:

it

S

t e

 
  

ُو تمازٌ زمص غامص تين  ,  و 1,S   2هواثَ هي المجموؿة. 

هي  exp ( وبٔذيًرا، إنّ ظورت اٍخاتؽ الٔسّّ 7 * \ 0. 
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 إزحاث

. لماّ كاهت اٍسِسِخان ؿسدٍن من  wو  z( ًٍَن 4
0 !

n

z

n

z
e

n

  و
0 !

n

w

n

w
e

n

  مذنارتخين

 ّ ية الملٌزلة في اٍخحٌَِ الحنِني ؿلى حالة اٍسلاسٌ اٍـنسً ة معِناً قإنّ اٍخـميم المحاشر َِمبُر

ًثخت بٔنّ 
0

z w

n
n

e e d


  :حِر 

 

 
0 ! ! !

nk n kn

n
k

z wz w
d

k n k n






 


 

zوتياءً ؿلى ُشا ًٍون لدًيا  w z we e e  . 

0( لماّ كان 9 1z ze e e    ّ0اس خًذجيا بٔن ze  بٔيًا كانz  من. 

ية الملٌزلة في اٍخحٌَِ الحنِني. ( إنّ ُشٍ اٍينعة هدِجة مداشرت3  ٍخلّ الموحودت في المبُر

 ( ثيعحل ؿِيها هكس المِحوػة الهٓكة الذىص.1

 ( ٍيلاحغ بٔولً بٔنّ:1

   
 

 
 

 
 

 
 

2 2 1

0 0 0

2 2 1

0 0

,
! 2 ! 2 1 !

1 1

2 ! 2 1 !

cos sin

n n n

it

n n n

n nn n

n n

it it it
t e

n n n

t t
i

n n

t i t


  

  


 

 

    


 
 



 

  

  

 )وهي ؿلامة بٔوٍص المضِورت(

 

الذي ورد مـياٍ في اٍخحٌَِ الحنِني الذي  cosو  sinوجلك اسدٌادًا إلى ثـصًف اٍخاتـين 

2درس خَ ومن ثّم قإنّ  1ike    مهلٌ كانk   وباٍـًس ٍخًن من .z x iy   1حلَرze 

 . ؾيسئش ًٍون لدًيا:

1 z x iy xe e e e    
0ومن ثّم  x:وتياءً ؿََِ ًٍون لدًيا بًٔضًا . 

cos sin 1y i y   
sinبٔي  0y   وcos 1y  ؛ بٔيy  2ًًتمي إلى ىًون مس بٔزحدٌا اٍخكاقؤ المعِوة.. وتشا 

 وس خًذج من جلك وضوحًا بٔنّ:
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   , exp 2 expz z i z     
اٍساحة  بنّٔ اٍخاتؽ الٔسّّ ًحنى مذحاًياً فيت اٍنائٌإنّّا ثيكي الاؾخناد الخاظئ  ،ُشٍ اٍينعة مهمّة

  اٍـنسًةّ.

iغامصٌ هي الخاظّة اٍوحِست اٍواحة إزحاتها. ًٍَن  ( إنّ ىون اٍخعحَل 6    ؾيصر

2ؾيسئش ًٍون  1Sما من  2 1   .ٍييامش الحاٍخين اٍخاٍَخين 

0ـ في حالة    هـصّفarcsint    ؾيسئش ًٍونite . 

0ـ وفي حالة    هـصّفarcsint     ؾيسئش ًٍونite . 

 

 مِحوػة مهمّة
ize ًٍون مصاقل َِـسد ize  إجا وقنط إجا كانz   ِا.ؿسدًا حنِن 

 

 اٍخواتؽ المثِثَةّ واٍخواتؽ اٍزائسًةّ

 ثـصًف

، والجَة cos، ثواتؽ حِة اٍتمام وثبذٔش ميمِا في  جسمّى اٍخواتؽ اٍخاٍَة، المـصّقة ؿلى 

sin حِة اٍتمام اٍزائسي، و ch، والجَة اٍزائسي sh. 

 
 

 
 

 

 

2

0

2 1

0

2

0

2 1

0

1
cos

2 2 !

1
sin

2 2 1 !

c
2 2 !

2 2 1 !

niz iz

n

n

niz iz

n

n

z z n

n

z z n

n

e e
z z

n

e e
z z

i n

e e z
hz

n

e e z
shz

n

 



 




 



 




 


 




 


 











  

وهلاحغ بٔنّ    cosch iz z  و   sinsh iz i z شا ما ًبرر اٍدضاتَ اًٍدير تين ، وُ

ّ د اٍخواتؽ المثِثَّ اٍخواتؽ اٍتي تمسِّ دواص ُشٍ  ّ ة الحنِنِّ ة واٍخواتؽ اٍزائسً  ة.ة إلى اٍساحة اٍـنسً

ّ  sinو  cosويمًن اٍخحنلّ ثسِولة من بٔنّ اٍخواتؽ      ا هي دورً . 2ة ولٍوؿة بٔدوارُ

 بٔي:
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   

   

, cos 2 cos

, sin 2 sin

z z z

z z z

    

    
  

ّ بًٔضًا " shو  chوبٔنّ اٍخواتؽ  ا هي ةدورً 2" ولٍوؿة بٔدوارُ i ّ2. لٔن i  دور ٍخاتؽexp 

 بٔي:
   

   

, 2

, 2

z ch z i ch z

z sh z i sh z

    

    
  

 ّ ّ  قِيي  sinة اٍتي ًيـسم ؾيسُا اٍخاتؽ بٔمّا لٍوؿة الٔؿساد اٍـنسً ة ولٍوؿة الٔؿساد اٍـنسً

قِيي  cosاٍتي ًيـسم ؾيسُا اٍخاتؽ 
2


 :بٔي . 

sin 0

cos 0
2

z z

z z

  


    

  

\ٌسمح ٍيا ُشا تخـصًف تاتؽ اٍؼٌ ؿلى المجموؿة 
2

T
 

   
 

 باٍـلامة: 

tan :

sin

cos

T

z
z

z



  

 ووشلك هـصّف تاتؽ ػٌ اٍتمام:
 cotan : \

cos

sin

z
z

z

 

  

 ويمًن تبسِٔوة ممازٌ بٔن هلاحغ بٔنّ:
0

c 0
2

shz z i

hz z i i

  


    

 

اٍزائسًين ثضكل مضاتَ حِر هلاحغ  cothوػٌ اٍتمام  thويمًن ثـصًف تاتـي اٍؼٌ 

tanاٍـلامة المكِست اٍخاٍَة  iz i thz. 
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 ةاٍخواتؽ اٍخحََِِّ  .1

 

 سلاسٌ تاًِور

 ثـصًف

f:، وًٍَن اٍخاتؽ من   المكذوحةٍخًن المجموؿة    ّهكترض بٔنf  ًندٌ الاص خناق

ًَا من المصاث ؾيس  0ؿسدًا ل نّائ
z  من ؾيسئش وسمّي اٍسِسلة ،

   
 0

0
0 !

n
n

n

f z
z z

n

 

ؾيس  fسِسلة تاًِور َِخاتؽ 
0

z. (اٍخواتؽ المواقنة ٍِا  ميّت سلاسٌ تاًِور بٔنّ لٍوؾِا ًعاتل

 (.ؿلى مصص ثناربها

 

 ثـصًف

f:، وًٍَن اٍخاتؽ من   المكذوحةٍخًن المجموؿة   ّهنول إن .f  تاتؽ تحَِلً ؾيس

اٍينعة 
0

z  من إجا وُخس ؿسد حنِني ، 0
z  موحة تمامًا، ووُخسث سِسلة صحَحة

0

n

n
n

a z


  هعف معص ثناربها بٔوبر بٔو ٌساوي 0
z :يحننّان 

      0 0 0
0

, z ,
n

n
n

z D z z f z a z z




        

ا ؾيس كل هنعة إجا وقنط إجا كان تحََِِ   ؿلى تحَِلً  fوهنول إنّ 
0

z  من. 

 ا مؽ لٍوع سِسلة صحَحة."ة هي ثواتؽ ثخعاتل محَِ  "بٔي بٔنّ اٍخواتؽ اٍخحََِِّ 

 

ية4.1  . مبُر

f:، وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن     ََِِا تح ًـ . ؾيسئش ا ؿلى تات

ًَا من المصّ  fًٍون  ا وماتلًا ٍلاص خناق ؿسدًا ل نّائ ، وبٔيًا كاهت اث ؿلى مس تمص 
0

z  من

َِـيصر  ، ًوخس حوار محخوى في 
0

z ٌساوي قَِ اٍخاتؽ ،f  لٍوع سِسلة تاًِور المواقنة

 له.
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 إزحاث

ٍخًن 
0

z  هنعة ما من ؾيسئش ًوخس مصص مكذوخ ،  0 0
,D z z  محخوى في  وهعف

معصٍ موحة تمامًا، وثوخس سِسلة صحَحة 
0

n

n
n

a z


  هعف معص ثناربها بٔوبر بٔو ٌساوي

 0
z :حلَر 

      0 0 0
0

, ,
n

n
n

z D z z f z a z z




      

 fبٔنّ اٍخاتؽ نذين بمجموع اٍسلاسٌ اٍعحَحة المخـِِّ ومن ثّم وس خًذج تياءً ؿلى اٍيدِجخين 

ًَا من المصّ  اث ؿلى مس تمصٌّ وماتٌ ٍلاص خناق ؿسدًا ل نّائ  0 0
,D z z واٍيدِجة هكسِا ،

ثيُخَِئيُاَ بٔنّ 
   0

!

n

n

f z
a

n
  وجلك بٔيًا كانn  إجن ًعاتل اٍخاتؽ من .f  سِسلة تاًِور

المواقنة له ؿلى   0 0
,D z z.شا ًثخت المعِوة  . وُ

 

 مِحوػة

fقإنّ مض خنَّ  Uا ؿلى لٍوؿة مكذوحة تحََِِ   fًًذج بًٔضًا من اٍيدِجة هكسِا بٔهَّ إجا كان   

تحَِلً بًٔضًا، لٔهَّ إجا كان    0
0

n

n
n

f z a z z




   داذٌ اٍنصص المكذوخ  0 0
,D z z ،

كان بًٔضًا      1 0
0

1
n

n
n

f z n a z z





     داذٌ اٍنصص هكسَ وباٍتراحؽ ىصى بٔنّ ىونf 

، يجـٌ جمَؽ مض خناثَ Uتحَِلًٌ ؿلى لٍوؿة مكذوحة   
1

n

n
f


 .Uة ؿلى موحودت وتحََِِّ  

 

 مثال 

ٍخًن 
0

n

n
n

a z


  0.سِسلة صحَحة هعف معص ثناربها R  ؾيسئش ًٍون اٍخاتؽ
0

n

n
n

z a z




 

ا ؿلى مصص ثناربها تحََِِ   0,D Rن اٍخواتؽ المثِثَّ مّ ض. ُشا ًخ ّ ة ووشا اٍخاتؽ ة و اٍخواتؽ اٍزائسً

 .الٔسّّ 
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 حصميّ

باٍصمز  من  ة ؿلى حزء مكذوخ ىصمز لمجموؿة اٍخواتؽ اٍخحََِِّ     بٔو   

يا بٔن هدِنّ  ، من  ن ثسِولة بٔهَّ من بٔخٌ كل لٍوؿة مكذوحة وغير ذاٍَة ادذعارًا. وٍ

جضكل     ًًَِباًٍس حة َِـمَِاث اٍثلاج اٍخاٍَة: ا ؿلى خبًرا ثحس 

 جمؽ اٍخواتؽ: 

        : , ,f g x f x g x f g       
 

 خساء اٍخواتؽ: 

        : , ,f g x f x g x f g       
 :ؿسد ؾنسيضرة تاتؽ في  

      : , ,f x f x f         
بٔي اٍحًِة   , , ,     :ًتحنلّ ما ًل 

4)   , ,     ًَِّحِنة ثحس ّ  ة.ة واحسً
9)   , ,     قضاء صـاؾي ؿلى. 

3)           
2

, , ,f g f g f g f g                 
 

 مهممثال 

 ّ  .ة ؿلى ة هي ثواتؽ تحََِِّ وثيراث الحسود بمـاملاث ؾنسً

وثير حسود من  Pوباٍكـٌ، إجا كان  X :وخخٌا 

  0 1

n

n
P z a a z a z     

ومن بٔخٌ كل 
0

z  يمًن وخاتة  من 
   

 0

0
0 !

n
n

n

P z
P z z z

n





 ،  ّوبملاحؼة بٔن

اٍسِسلة 
   0

0 !

n

n

n

P z
z

n

  ٌالٕزحاث. ويحالة ذاظّة حًون اٍخواتؽ ًتم  ،مذنارتة ؿلى كام

اٍثاتخة 
0

: , zf a  ََِِّة ؿلى كامٌ تح. 
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 4ثـصًف 

إجا لظنت  ،من  Aإنّّا هنعة حصاكم لجزء  من  zهنول ؾن هنعة  \A z. 

ؿلى الٔمٌ  ،Aإجا وقنط إجا كان كل حوار ٍِا ًنعؽ  Aة ٍـ حصاكمَّ  zوتـحارت بٔدصى، حًون 

 . بٔي:zؾيس هنعة تخخِف ؾن 

(z  هنعة حصاكم ٍـA ) 

  
     , \V z V A z      

 

 9ثـصًف 

 . بٔي:zإلّ في  Aل ًنعؽ  zٍـ  Vإنّّا مـزولة إجا وُخس حوار  Aمن  zهنول ؾن هنعة 

(z  مـزولة فيA ) 

  
    ,V z V A z     

 

 ةمضَّ 

ًكي بٔن ًنعؽ كل حوار ٍِا  من  Aة لجزء حصاكمَّ  من  zٍكي حًون هنعة  قإهَّ ًِزم وٍ

ٍَ من اٍيناط. Aالجزء   في ؿسد غير مٌخ

 

ٍَ من ة بٔنّ ًبتٔي من ُشٍ اٍنضَّ      ة )وكل ل يمًٌَ امذلاك بًٔة هنعة حصاكمَّ  كل حزء مٌخ

 هناظَ مـزولة(.

 

 المتراتعة في  الٔحزاء

 ثـصًف

 Dمن  wو  zإهَّ متراتط إجا وقنط إجا كان لٔخٌ كل هنعخين  من   Dؾن حزء هنول 

نؽ جكامله داذٌ  wتـ  zًعٌ  سخًٌِوخس  إهَّ  Dبٔو، والٔمص س َان هنول ؾن  Dوً
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 Sو  Wر إيجاد زوح من مكذوحين )مغِنين ؿلى اٍترثُة( غير ذاٍَين إجا ثـشي  متراتط في 

 حلَر: من 
D W S

D W S

D W

D S

 
    


  
   

  

 

 مِحوػاث

 .و  ُلٌ  الجزبنٓ اٍوحِسان المكذوحان والمغِنان تبنٓ واحس في . 4

 هناط مـزولة(.ة ــ إلى مسمين )هناط حصاكمَّ  هناط بٔي حزء من . ثينسم 9

 ة(.هناط مـزولة )جمَؽ هناظَ حصاكمَّ  ل يملّ . كل حزء مكذوخ من 3

 .وقل ثعحَل مس تمص حًون متراتعة في  . ظورت بٔي حزء متراتط من 1

 وقل ثعحَل مس تمص حًون  )بٔي مغِل ومحسود( . ظورت بٔي حزء مترص من 1

 .مترظّة في 

 

 

 ةاٍخوظئة الٔساس َّ 

تاتـين تحََِِين ؿلى  gو  f، وًٍَن وغير ذاٍَة من   مكذوحة متراتعةلٍوؿة  ٍخًن 

، و 
0

z  ؾيسئش حًون الخواص اٍخاٍَة مذكاقئة:هنعة من . 

 قلدًيا: من  nبٔيًا كان  (4
       0 0

n n
f z g z  

ٍينعة  Vحوار  ًوخس في  (9
0

z  ًخعاتل قَِ اٍخاتـانf  وg. 

 مدساويان. gو  fاٍخاتـان  (3
 

 إزحاث

إنّ الاس خِزامين    2 3  و   1 2 :واضحان. ٍيثخت إجن الاس خِزامين اٍـًس َين 
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   2 1: 

هـل بٔهَّ ًوخس اسدٌادًا إلى اٍخـصًف ؿسدان موحدان تمامًا 
1

  و
2

  يحننّان 0 1
,D z   

و  0 2
,D z  :ًون  وٍ

   
   

 

   
   

 

0

0 1 0
0

0

0 2 0
0

, ,
!

, ,
!

n
n

n

n
n

n

f z
z D z f z z z

n

g z
z D z g z z z

n









    

    





  

ومن ثّم إجا ؾصّقٌا  1 2
min ,     َّة قإنّ الخاظ 1 :ّجس خِزم بٔن 

   
   

 

   
 

 

0

0 0
0

0

0
0

, ,
!

!

n
n

n

n
n

n

f z
z D z f z z z

n

g z
z z

n

g z









    

 





 

شا ًثخت  وُ 2. 

   3 2: 

 ٍيـصّف المجموؿة:

      , / ,V z V f z g z         
 . gو  fاٍتي ًدساوى في حوارٍ ٍكٍل منها اٍخاتـان  هي لٍوؿة هناط  بٔي بٔنّ 

غير ذاٍَة، لٔنّ  إنّ المجموؿة 
0

z  ض بمنذضى اٍكصْ  من 2. 

وخسنا مصظًا مكذوحًا  من  وإجا كاهت  ,D    ًدساوى ؿََِ اٍخاتـانf  وg وًٍن ،

المجموؿة المكذوحة  ,D    حوارٌ ٍكل هنعة من هناظِا إجن ,D   قالمجموؿة ، 

 مكذوحة بًٔضًا. لٍوؿة مكذوحة. س يثدت من جة بٔدصى بٔنّ المجموؿة 

. إجن ثوخس مذخاٍَة من  zٍخًن  n n
z  مذنارتة نحو  من ؾياصرz. 

 اس خًذجيا بٔنّ: تحََِِين ؿلى   gو  fولماّ كان اٍخاتـان 
       
       

, lim

lim

p p

n
n

p p

n
n

p f z f z

g z g z





  


  

 ومن ثّم: مدساويان في حوار كل هنعة من  gو  fوًٍن اٍخاتـين 
       , ,
p p

n n
p n f z g z      



 

 40   

  إعداد الطالب: وليد سعدي

 وتياءً ؿََِ ًٍون:
       ,
p p

p f z g z   
شا ًنذضي جساوي اٍخاتـين  ثًتمي إلى  zبٔي بٔنّ  zؿلى مصص مكذوخ متمصوز في  gو  fوُ

. تشا ىًون مس بٔزحدٌا بٔنّ   . 

بٔي ًوخس ؿسد حنِني  ل ًًتمي إلى  اس خًذجيا بٔنّ  ؾيصًرا من  قإجا كان 

ا  0موحة تمامًا  ًـ يحنلّ في بنٓ م ,D      و ,D    ّشا ًثخت بٔن وُ

متراتعة اس خًذجيا بٔنّ  لٍوؿة مكذوحة. ولماّ كاهت المجموؿة   المجموؿة  

شا ًثخت تسورٍ بٔنّ   .وُ

 

 ثـصًف

ٍخًن 
0

z  وًٍَن من ،f   ََِِا تح ًـ ا في حوار تات
0

z ّهنول إن .
0

z  ظكص َِخاتؽf إجا ،

وقنط إجا كان  0
0f z  ّوهنول إن .

0
z  ظكص ثس َط َِخاتؽf  إجا كان 0

0f z   

و  0
0f z   ّوهنول إن

0
z  ظكص مضاؾف َِخاتؽf  إجا كان

0
z  ظكصًا غير ثس َط َِخاتؽf 

مـسومًا في حوار  fولم ًٍن 
0

z:وؾيسُا حًون المجموؿة ، 
    0

/ 0
k

K k f z   
اٍعكص  ثضاؾفة، وهـصّف رثحة غير ذاٍَة، بمنذضى اٍخوظئة الٔساس َّ 

0
z  َِخاتؽf  تبهَّٔ اٍـسد

minm K. 

 

9.1 ّ  ة الظٔكار المـزولة. هؼصً

ا تحََِِ   f، وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحة متراتعةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ ، ا ؿلى تات

مـزولة؛ بٔي مهلٌ ًٍن  f. ؾيسئش حًون بٔظكار اٍخاتؽ ؿلى  غير مـسوم fهكترض بٔنّ 

اٍعكص 
0

z  َِخاتؽf  حوار  ، ًوخس في فيV  َِينعة
0

z  يجـٌ من
0

z  اٍعكص اٍوحِس

 ؿلى ُشا الجوار. fٍـ 
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 إزحاث

ًٍَن 
0

z  ظكصًا ٍخاتؽf وٍخًن ،k  رثحة ثضاؾف اٍعكص
0

z ؾيسئش ًوخس ؿسد حنِني .

 يحنلّ: 0موحة تمامًا 

   
   

 

 
   

 

0

0 0
0

0

0 0

, ,
!

!

n
n

n

n
k n k

n k

f z
z D z f z z z

n

f z
z z z z

n










    

  





  

من  zٍيـصّف بٔيًا كاهت  0
,D z  :المنسار 

 
   

 0

0
!

n
n k

n k

f z
g z z z

n






   

 ّ ا ؿلى  gا كان اٍخاتؽ لم مس تمص  0
,D z   ّويحنل 

   0

0
0

!

k
f z

g z
k

   وخسنا
1

  في المجال

 0, :ًٍٍون ؾيس 

   0 1
, , 0z D z g z     

 وؾيسئش ًٍون:

         0 1 0 0
, \ , 0

k

z D z z f z z z g z       
شا ًثخت بٔنّ اٍعكص  وُ

0
z .مـزول 

 

 هدِجة

ا تحََِِ   f، وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحة متراتعةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ ، وٍخًنا ؿلى تات

 Z f  لٍوؿة بٔظكار اٍخاتؽf إجا وُخس في . Z f كان اٍخاتؽ  هنعة حصاكمf  مـسومًا ؿلى

. 

 

ِّنة  ؛هبتٔي النٓ إلى بٔهم هؼصًةّ في ُشا اٍكعٌ ىونّا جسمح جتمسًس اًٍثير من الخواص المخـِ

َّة باٍخواتؽ  وتعكة ذاظّة من اٍساحة  .حزء من المس خوي اٍـنسي إلى بدٓص بٔوسؽ مناٍخحَِِ

  )ولٌ سنرى في اُتمصًياث(.  اٍـنسًةّإلى اٍساحة الحنِنِةّ 
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3.1 ّ  ة اُتمسًس اٍخحَِلً. هؼصً

ؿلى  تاتـين تحََِِين  gو  f، وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحة متراتعةلٍوؿة  ٍخًن 

و  ،
0

z  ؾيسئش حًون الخواص اٍخاٍَة مذكاقئة:هنعة من . 

 قلدًيا: من  nبٔيًا كان  (4
       0 0

n n
f z g z  

هنعة حصاكم  ثوخس في  (9
0

z :َِمجموؿة 

    ,z f z g z     
 .مدساويان gو   fاٍخاتـان  (3
 

 إزحاث

الاس خِزام    3 2  ة.اسدٌادًا إلى اٍخوظئة الٔساس َّ ُو الخاظّة اٍوحِست اٍواحة إزحاتها 

   3 2: 

hٍيضؽ باٍخـصًف  f g  :وٍيضؽ 

    ,z f z g z    
ٍخًن 

0
z  هنعة حصاكم ٍـ،  ثوخس إجن مذخاٍَة n n

z  من 0
\ z  ثخنارة نحو

0
z  من. 

 وخاتؽ تحَِلً قإنّ: ؿلى  مس تمصٌّ  hبما بٔنّ اٍخاتؽ 

   0
lim 0

n
n

h z h z


   

لٔنّ  n n
z  مذخاٍَة من 0

\ z  ٌَوم
0

z  ُو ظكص َِخاتؽh :و هنعة حصاكم َِمجموؿة  وُ

      ,Z h z f z g z    
 ّ شا ٍنهيي الٕزحاث.مـسومًا ؿلى  hة الٔظكار المـزولة ًٍون اٍخاتؽ إجن، حسة هؼصً  . وُ

     

ا تحََِِ   fلٍوؿة مكذوحة ومتراتعة وًٍَن  ٍخًن  ًـ لٍوؿة  . وٍيكترض بٔنّ ا ؿلى تات

f:. ٌُ ًوخس تاتؽ تحَِلً مكذوحة ومتراتعة تحوي    ًخعاتل مؽf  ؿلى المجموؿة

، بٔي يحنلّ 
|

f f ؟ في الحنِنة، إجا وُخس مثٌ ُشا اٍخاتؽf  وحِسًا تياءً ؿلى كان

 ّ  .إلى  fا َِخاتؽ ة اُتمسًس اٍخحَِلً، وبٔسمَياٍ تمسًسًا تحََِِ  هؼصً
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 مسبلٔة اُتمسًس اٍخحَِلً. fاهعلاماً من  fوجسمّى مسبلٔة اٍححر ؾن اٍخاتؽ 

 

 هدِجة 

 ، تاتـين تحََِِين ؿلى   gو  f، وًٍَن ذاٍَة من  غير مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن 

و 
0

z  هنعة من:ؾيسئش حًون الخواص اٍخاٍَة مذكاقئة . 

 قلدًيا: من  nبٔيًا كان  (4
       0 0

n n
f z g z  

هنعة حصاكم  ثوخس في  (9
0

z :َِمجموؿة 

    ,z f z g z     
َِينعة  Vحوار  ًوخس في  (3

0
z  ًخعاتل قَِ اٍخاتـانf  وg. 

 

 مِحوػة ُامّة

 .اظحوٍوحِ   د سِّ  ًٍنها ل ثمَُ خبريا   د سِّ ثمَُ  إنّ 

 .ل ًٍون مكذوحًا في  وباٍكـٌ، من اٍسٌِ بٔن هلاحغ بٔنّ كل مكذوخ غير ذالٍ من 

ُشا حـِيا هِجبٔ إلى ثـصًف اٍخواتؽ  ؛مغِنة في  في حين ثحنى الٔحزاء المغِنة في 

 ة لمخغيّر حنِني.اٍخحََِِّ 

 

 اٍخحََِِةّ لمخغيّر حنِنياٍخواتؽ 

 ثـصًف

f:. وًٍَن اٍخاتؽ غير ذال من  مكذوحًامجال  Iًٍَن  I ،  ّهنول إنf  ًتاتؽ تحَِل

ؾيس هنعة 
0

x  منI إجا وقنط إجا وُخس ؿسد حنِني ، 0
x  موحة تمامًا، ووُخسث سِسلة

صحَحة 
0

n

n
n

a z


  ِّبٔوبر بٔو ٌساوي ة وهعف معص ثناربها مـاملاتها حنِن 0
x :ّوتحنل 

     0 0 0
0

,
n

n
n

x I x x x f x a x x




         

 .إجا كان تحََِِ ا ؾيس كل هنعة مٌَ I بٔهَ تحَِلً ؿلى fوهنول ؾن 
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من اٍواضح بٔنّ هؼصًخا الٔظكار المـزولة واُتمسًس اٍخحَِلً ثحنِان صحَحخان في حالة اٍخواتؽ     

ية اٍخاٍَة بٔهَّ بالٕمكان إرخاع مسبلٔة دراسة اٍخواتؽ اٍخحََِِّ  ة لمخغيّر حنِني، وثحيّن المبُر

ّ ة لمخغيّر حنِني إلى ثلّ المخـِنّة باٍخواتؽ اٍخحََِِّ اٍخحََِِّ   ة.ة اٍـنسً

 

ية1.1  . مبُر

f:، وًٍَن غير ذال من  مكذوحًامجال  Iًٍَن  I    ََِِا تح ًـ . حِيئش يمًن Iا ؿلى تات

 .Iتحوي  في  لٍوؿة مكذوحة متراتعة  إلى تاتؽ تحَِلً ؿلى fتمسًس اٍخاتؽ 
 

 مثال

 ًٍَن اٍخاتؽ:

 
2

1

; 0,
: ,

0; 0.

xe x
f x f x

x

 
  



  

ويحنلّ  ؿلى  ًًتمي إلى اٍعف  fهـل بٔنّ    0 0
p

f   بٔيًا كانp  قِو كان من ،

f   ََِِلٔمًن تمسًسٍ إلى تاتؽ تحَِلً 1ا ؿلى مجال مكذوخ يحوي تح ،f  مـصّف ؿلى لٍوؿة

، وؾيسُا ًٍون 1تحوي  من  مكذوحة ومتراتعة  

 , 0 0
p

p f   وًٍن ُشا 

شا ثيامغ لٔنّ:مـسوم  fٌس خِزم بٔنّ اٍخاتؽ   ، وُ

 
2

1
*, 0xx f x e



      
 .1مكذوخ يحوي ا ؿلى بٔي مجال ٍُس تحََِِ   fوس خًذج إجن بٔنّ اٍخاتؽ 
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 وغارًتمِة وثـَين اَاٍخواتؽ اٍِوٍومورقِّ  .1

 

 

 ةاٍخواتؽ اٍِوٍومورقِّ 

 ثـصًف

ا من  f. وًٍَن وغير ذاٍَة من المس خوي اٍـنسي  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ إلى  تات

ًندٌ الاص خناق ؾيس هنعة  f. هنول إنّ اٍخاتؽ 
0

z  من:إجا وقنط إجا مدٌ اٍخاتؽ اٍخالي ، 

 
   

0

0

, 0

0

: \ ,
f z

f z f z
z z

z z


  


  

نّاًة مٌتهَة ؾيس 
0

z وىصمز ؿادت إلى ُشٍ اُنهاًة باٍصمز . 0
f z .في حال وحودُا 

. إجا وقنط إجا مدٌ الاص خناق ؾيس كل هنعة من  ُوٍومورفي ؿلى  fوهنول إنّ اٍخاتؽ 

ا ؾيسُا. fلحغ بٔهَّ إجا مدٌ  ىصمز لمجموؿة اٍخواتؽ  الاص خناق ؾيس هنعة كان مس تمص 

باٍصمز  ة ؿلى مكذوخ اٍِوٍومورقِّ  H . 

 

ية4.1  . مبُر

وٍخًن  لٍوؿة مكذوحة غير ذاٍَة من المس خوي اٍـنسي  U( ٍخًن 4
0

z  منU وبٔذيًرا .

وماتِين ٍلاص خناق ؾيس  Uتاتـين ؾنسًين مـصّقين ؿلى  gو  fًٍَن 
0

z ؾيسئش ًٍون .

fاٍخاتـان  g   حِر(  و ؿسد من )fg  ماتِين ٍلاص خناق ؾيس
0

z وإجا كان ،

 0
0g z   كان اٍخاتؽf

g
في حوار ، المـصّف 

0
z ماتلًا ٍلاص خناق ؾيس ،

0
z:وحِيئش ًٍون . 

       

           

 
       

 

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 2

0

f g z f z g z

fg z f z g z f z g z

f z g z f z g zf
z

g g z

      

   

   
 

 

 

. وًٍَن لٍوؾخين مكذوحذين غير ذاٍَخين من المس خوي اٍـنسي  Vو  Uٍخًن ( 9

:f U   ا ماتلًا ٍلاص خناق ؾيس ًـ 0تات
z  منU  ّويحنل f U V وًٍَن وشلك ،
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:g V   ا ماتلًا ٍلاص خناق ؾيس ًـ تات 0
f zٍ ًون. ؾيسئش g f  ماتلًا ٍلاص خناق ؾيس

0
z ًون  :وٍ

        0 0 0
g f z g f z f z    

 

ية الملٌزلة المخـِنّة باٍخواتؽ     ضاتَ إزحاث المبُر إنّ الٕزحاث ثس َط اهعلاماً من اٍخـصًف، وٌ

 لمخغيّر حنِني لذلك هترك اٍخكاظٌَ تمصًياً َِنارئ

ؾيس دراسة اٍسلاسٌ اٍعحَحة بٔنّ لٍوع سِسلة صحَحة ُوٍومورفي ؿلى  ربًٔياٍنس     

لٔهَّ  تؽ تحَِلً ؿلى لٍوؿة مكذوحة في ا كل تامصص ثناربها، ووشلك ًٍون ُوٍومورقِ  

 ا مؽ لٍوع سِسلة صحَحة.ًخعاتل محَِ  

 

f:. وًٍَن لٍوؿة مكذوحة غير ذاٍَة من المس خوي اٍـنسي  Uٍخًن  U   ا ًـ تات

. شا ممًن ٍوحود ثناتٌ تين المجموؾخين(.  2و  هعاتل تين المس خوي اٍـنسي  ؾنسيا  )وُ

zباٍضكل  Uمن  zؾيسئش ًٍُذة كل ؿسد ؾنسي  x iy   و ,x y  2ؾيصر من .

. في حالة 2ؿلى بٔهَّ تاتؽ لمخغيّرٍن ًبذٔش ميمَ في  fومن ثّم يمًٌيا اٍيؼص إلى اٍخاتؽ 

z x iy   منU هـصّف ، ,P x y  تبهَّٔ الجزء الحنِني َِمنسار f z  و ,Q x y  َّٔتبه

 الجزء اٍخرَلً َِمنسار هكسَ، بٔي:

       , , ,x iy U f x iy P x y iQ x y      
 

ية9.1  . مبُر

. وًٍَن اٍـيصر لٍوؿة مكذوحة غير ذاٍَة من المس خوي اٍـنسي  Uٍخًن 
0 0 0

z x iy  

fو  Uمن  P iQ    ا ؾنسيا ًـ . ؾيسئش حًون الخاظخان اٍخاٍَخان U مـصّقاً ؿلى تات

 مذكاقئخين:

ماتٌ ٍلاص خناق ؾيس  fاٍخاتؽ  (4
0

z. 
ا لمخغيٍرن ماتٌ َِمكاضلة ؾيس fاٍخاتؽ  (9 ًـ ، تعكذَ تات 0 0

,x y:وثخحنلّ المساواتان ، 
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  إعداد الطالب: وليد سعدي

   

   

0 0 0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

P Q
x y x y

x y

P Q
x y x y

y x

 


 

 
 

 

  

 ريمان()شرظا ىوشي ــ 

ـعى ؾيسئش مض خل اٍخاتؽ  ؾيس  fوً
0

z :باٍـلامة 

     0 0 0 0 0
, ,

P Q
f z x y i x y

x x

 
  

 
  

 

 ّ ية، اٍتي ثوضّح اٍـلامة تين اٍخواتؽ اٍـنسً ة ة لمخغيّر ؾنسي واٍخواتؽ الحنِنِّ ثكِسنا ُشٍ المبُر

ة اهعلاماً من دواص اٍخواتؽ دواص اٍخواتؽ اٍِوٍومورقِّ لمخغيّرٍن، في اس خًذاح اٍـسًس من 

 .في الحساة اٍخكاضلً س حل بٔن درس تها ٍـسّت مذغيّراث اٍتي

 ٌ المثال اٍيدِجة المِمّة اٍخاٍَة:ٍيشىص ؿلى سخِ

 

ية3.1  . مبُر

f:. وًٍَن وغير ذاٍَة من المس خوي اٍـنسي  مكذوحة متراتعةلٍوؿة  Uٍخًن  U  

ا ُوٍومورقِ   ًـ  ، يحنلّ:Uا ؿلى تات

 , 0z U f z    
ا ثاتخًا ؿلى  fؾيسئش ًٍون اٍخاتؽ  ًـ  .Uتات

 

 اٍـنسيمكِوم اَِوغارًتم 

 في دراسدٌا اٍساتنة، بٔنّ اٍخعحَل: ٍنس وخسنا

*

0

exp : ,
!

n

z

n

z
z e

n





   

  غامصًا تين اٍزمصتًـصّف تمازلًا زمصيا   ,  َّة واٍزمصت اٍضرت *,  َ2هواث i. 

 ولٌ ًـصّف اٍخعحَل:
1: , iS e     
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مؽ  1 : 1S z z     غامصًا تين اٍزمصت تمازلًا زمصيا  ,  واٍزمصت 1,S   هواثَ هي
2 . 

ة  z، ؾصّقٌا عمست *ؾيصًرا من  zإجا كان   تبنّّٔا المجموؿة:  zبٔو زاوً

 arg : i z
z e

z


  

   
  

 

 وهلاحغ بٔنّ:

 *, argz z     
وإجا كان 

0
  ؾيصًرا من arg z  كان  0

arg 2z    . 

\ؾيصًرا من  zإجا كان 


ة  اٍـيصر اٍوحِس في المجموؿة  z، بٔسمَيا اٍخـَين اٍصئُسي ٍزاوً

   arg ,z     ورمزنا إٍََ باٍصمز Arg z :وهخحنلّ ثسِولة صحة المساوات اٍخاٍَة 

  2arctan
1

y
Arg z

x



  

                                x iy       y  
 

                                    2            

                           x 1              0          1  
 

 

 

zفي حالة  x iy   من 1S \ 1. 

، وبٔنّ ص تبنّٔ اٍخاتؽ الٔسّّ تاتؽ تحَِلً في وبٔذيًرا هشوِّ  
exp exp

n
. 

 

 ثـصًف

 المجموؿة: . وسمّي ٍوغارًتم اٍـسد اٍـنسي في *ؿسدًا من  zًٍَن 

   log :z e z    
xًٍَن  iy   حِر ,x y  وًٍَن 2من .z  حِيئش ًٍون: *ؿسدًا من 
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x iy z
e z e e z z

z

      

0ولماّ كان  xe  وiye  1ؾيصًرا منS :ّاس خًذجيا بٔن 

      log argxz e z y z      
 بٔو، لٔنّ اٍخاتؽ 

*ln : , lnx x

  

، ٌٌ  ثنات

      log ln argz x z y z      
 ة اٍخاٍَة:وس خًذج من جلك الخاظَّ 

 

ية1.1  . مبُر

. إنّ المجموؿة *ؿسدًا من  zًٍَن  log z :غير ذاٍَة، وهي جساوي 

  ln : argz i z                             
بٔي، مهلٌ حًن 

0
  من arg z ًٍن ،  0

log ln 2z z i i     . 

ة ؿسد ؾنسي غير مـصّف إلّ ؿلى المجموؿة       \لماّ كان اٍخـَين اٍصئُسي ٍزاوً


 ، ولماّ

ا في دراسدٌا اٍلاحنة قإهيا سنرمز إُيها باٍصمز   .Uكاهت ُشٍ المجموؿة س خؤدي دورًا مهم 

 

                                                 y       U  
 

                             x                 0   
 

 

 ومن اٍواضح بٔنّ:

  *

*

: arg

: 1

U z z

z
z

z

   

  
    
  
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لدًيا  Uؾيصًرا من  zوحين حًون  ln z iArg z  ؾيصر من log z ومٌَ اٍخـصًف ،

 التٓي:

 

 تاتؽ اَِوغارًتم اٍصئُسي

 ثـصًف

\من  zٍخًن  Uـ  وسمّي اَِوغارًتم اٍصئُسي َِـسد .z  اٍـسد اٍـنسي

 ln z iArg z  وىصمز إٍََ باٍصمز Log z :ووسمّي اٍخاتؽ 

 : ,Log U z Log z   
 .Uؿلى  تاتؽ اَِوغارًتم اٍصئُسي

 

 لماّ كان 

  *0Arg z z     
*اس خًذجيا بٔنّ منعور تاتؽ اَِوغارًتم اٍصئُسي ؿلى المجموؿة 


ًخعاتل مؽ تاتؽ اَِوغارًتم  

|*، بٔي lnاٍعحَـي 
ln Log



. 

 

ية1.1  . مبُر

 والمجموؿة: Uًـصّف تاتؽ اَِوغارًتم اٍصئُسي ثناتلًا تين المجموؿة 

    : , ,x iy x y        
ًون اٍخاتؽ اٍـًسي ُو  وٍ

|
exp


 . ؿلى المجموؿة بٔي منعور اٍخاتؽ الٔسّّ  

 

                                                   

                                             0     

                                                                             
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 إزحاث

مذحاٍن لٔنّ  Logهلاحغ بٔولً بٔنّ اٍخاتؽ  
,

Log z
z U e z    ومن جة بٔدصى ىصى

 من اٍخـصًف، بٔنّ: ثسِولة،

   , x iyx iy Log e x iy      

و المعِوة إزحاثَ.  وُ

 

دِنّ  ؿلى هعف المس خنيم المكذوخ  zًخغيّر اٍـسد ن اٍنارئ بٔهَّ ؾيسما وً 0

0

*:
i

D re r


 
   

حصسم ظورثَ  Log z  المس خنيم  0: Im    وؾيسما ثخحوّل ،z  ؿلى الدائصت

 0,C r  ا ا  1اٍتي مصوزُ 0وهعف معصُ r  محشوقاً منها اٍينعة(r قإنّ ظورتها ،)

 Log z :حصسم المجال المكذوخ 

     : Re ln Im ,r       
 

                       y                                                    y  

                                                                                 U  

                        
                  

0
                       Log                      

0
  

x lnr              0                               x        r          0 
  

                                                                                 
 

 

ٌ اٍِيسسّ  izوبملاحؼة بٔنّ اٍخحوً ze   مؽ ُو دوران مصوزٍ اٍعكص  ؿسد حنِني

خَ   :. هضؽ اٍخـصًف اٍخاليوزاوً
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 ثـصًف

 . ٍيـصّف المجموؿة اٍخاٍَة:اؿسدًا حنِنِ   ًٍَن 

  * : argU z z     

 

               y         U   
 

                                       

                           x                  0  
                     

 

 

 ف اٍخاتؽ اٍخالي:ًـصِّ 
    i

z Log ze i


     

Uثناتلًا تين   :والمجموؿة 

    : , 2 ,x iy x y         
ًون اٍخاتؽ اٍـًسي ُو  exp|وٍ


  ّّؿلى المجموؿة بٔي منعور اٍخاتؽ الٔس . 

 

 اٍخـٌَُاث المس تمصّت َِوغارًتم

 ثـصًف

ا َِخاتؽ اَِوغارٍتمي . وسمّي ثـٌَُاً مس تمص  *وغير ذاٍَة من  مكذوحة ومتراتعةلٍوؿة  ٍخًن 

:كّل تاتؽ مس تمصّ  ؿلى   :ّيحنل 
 

,
z

z e z


    
ة ؿلى  ا َِزاوً :، كّل تاتؽ مس تمص ووسمّي ثـٌَُاً مس تمص   :ّيحنل 

 
,

i zz
z e

z


    
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ا ارثحاظًا وزَناً، إج ًٍون  ًـ :إنّ المكِومين اٍساتنين مصثحعين م   ا َِخاتؽ ثـٌَُاً مس تمص 

، إجا كان اَِوغارٍتمي ؿلى   Imz z  ة ؿلى ا َِزاوً ًون اٍخاتؽ ثـٌَُاً مس تمص  ، وٍ

:   ة ؿلى ا َِزاوً إجا كان  ثـٌَُاً مس تمص  lnz z i z   ا َِخاتؽ ثـٌَُاً مس تمص 

 .اَِوغارٍتمي ؿلى 

 

ية6.1  . مبُر

 Arg. وتنول مكافئ Uثـَين مس تمصٌّ َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى  Logإنّ تاتؽ اَِوغارًتم اٍصئُسي 

ة ؿلى المجموؿة   .Uُو ثـَين مس تمصٌّ َِزاوً

 

 إزحاث

 إنّ ُشٍ اٍيدِجة واضحة بملاحؼة بٔنّ:

 
Im

, 2arctan
Re

z
z U Arg z

z z
  


  

 .Uمس تمصٌّ ؿلى  Argقاٍخاتؽ 

 واضحة:وتياءً ؿلى ما س حل ىصى بٔنّ اٍيدِجة اٍخاٍَة 

 

 هدِجة

اٍخاتؽ  ،من بٔخٌ كل ؿسد حنِني     i
z Log ze i


     ٌَِّخاتؽ ثـَين مس تمص

 اَِوغارٍتمي ؿلى المجموؿة:

  * : argU z z     

 

ية7.1  . مبُر

َِخاتؽ  وٍيكترض وحود ثـَين مس تمصّ  *وغير ذاٍَة من  مكذوحة ومتراتعةلٍوؿة  ٍخًن 

 من اٍعَغة: ؾيسئش ًٍون كُل ثـَين مس تمص َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى  اَِوغارٍتمي ؿلى 

 : , 2
k

f z z ik     
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 .ؿسد من  kحِر 

ة ؿلى  وتنول مكافئ: إجا وُخس ثـَين مس تمص  ة ؿلى َِزاوً ، كان كل ثـَين مس تمص َِزاوً

 :من اٍعَغة 

 : , 2
k

g z z k     
 .ؿسد من  kحِر 

 

 إزحاث

ية. من اٍواضح بٔنّ اٍخواتؽ في الحنِنة، ًٍكي بٔن هثخت الجزء الٔوّ  ل من المبُر k k
f


هي  

 .َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى  مس تمصّت ثـٌَُاث

f:ومن جة بٔدصى، إجا كان   ًا ثـٌَُا  ؾصّقٌا اٍخاتؽ: َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى  مس تمص 

      
1

: ,
2

z f z z
i

    


  

 ويحنلّ الخاظّة: تاتؽ مس تمصٌّ ؿلى  إنّ 
     

  
  

2
,

exp
1

exp

i z f z z
z e e

f z

z

  
  

 


  

 وتياءً ؿلى ُشا ًٍون:

 ,z z     
ٍيخبمٌّٔ النٓ ؾيصًرا  ,a b  2من  لماّ  كاهت  لٍوؿة مكذوحة ومتراتعة اس خًذجيا وحود

، بٔي تاتؽ مس تمص محخوى في  bإلى  aسخٌِ من  : 0,1   ّيحنل  0,1   

و  0 a   و 1 b   وؾيسُا ًٍون اٍخاتؽ  t t   ا ؿلى المجال مس تمص  0,1 

بذٔش ميمَ في  . قِو إجن تاتؽ ثاتت )ظورت مجال تخاتؽ مس تمص هي مجال وفي حاٍخيا لتسّ بٔن وً

ية   اٍنيمة اٍوسعى.ًٍون ُشا المجال بٔحادي اٍـيصر( اسدٌادًا إلى مبُر

 وتياءً ؿلى ُشا ًٍون:

         0 1a b          
 يحنلّ: في  kبٔي ًوخس  ثاتخًا ؿلى  تشا ًٍون اٍخاتؽ 
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 ,z z k     
شا ًنذضي صحة المساوات  وُ

k
f f .تم إزحاث المعِوة  وً

 

 مِحوػة

ة، ؿلى بًٔةّ لٍوؿة مكذوحة  من الخعبٔ الاؾخناد توحود ثـَين َِخاتؽ اَِوغارٍتمي، بٔو َِزاوً

 .*متراتعة وغير ذاٍَة من 

*ٍيخبمٌّٔ ؿلى سخٌِ المثال   وٍيكترض وحود ثـَين مس تمص ،g  ة ؿلى ، حِيئش َِزاوً

ًٍون 
|U

g


ة ؿلى   ا َِزاوً  يحنلّ: في  kإجن ًوخس  .Uثـٌَُاً مس تمص 

   , 2z U g z Arg z k      
 ًًذج من جلك بٔنّ:

   

   

1
Im 0

1
Im 0

lim 2 1

lim 2 1

z
z

z
z

g z k

g z k







  

  
  

 

 
شا ًيامغ اس تمصار   .1ؾيس اٍينعة  gوُ

 

 هدِجة

. إجا وُخس ثـٌَُان مس تمصّان َِخاتؽ *وغير ذاٍَة من  مكذوحة ومتراتعةلٍوؿة  ٍخًن 

ين ؿلى  واثكنا في هنعة من  اَِوغارٍتمي ؿلى   .كانا مدساوً

 

 إزحاث

ية ثـٌَُان مس تمصّان َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى  و  ٍيكترض بٔنّ  . ؾيسئش وس خًذج من المبُر

 :يحنلّ kاٍساتنة وحود ؿسد صحَح 

   , 2z z z ik        
ولٔهَّ، اسدٌادًا إلى الاقتراض ًوخس ؿسد، وًٍَن ُو 

0
z  من  ّيحنل   0 0

z z   ،

0اس خًذجيا بٔنّ  k:إجن . 
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   , .z z z      
َّة المصحوّت.  وهي الخاظ

 

َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى  F اٍوحِسُو اٍخـَين المس تمص  Logثلًا تاتؽ اَِوغارًتم اٍصئُسي فم  ۞

U  ّالذي يحنل 1 0F  و بًٔضًا اٍخـَين المس تمص اٍوحِس َِخاتؽ ا  Uَِوغارٍتمي ؿلى وُ

ة الموحدة تمامًا مساويًا تاتؽ اَِوغارًتم اٍعحَـي الذي ًٍون منعورٍ ؿلى لٍوؿة الٔؿساد الحنِنِّ 

ln . 

 

ية8.1  . مبُر

   
 

1

1

1
0,1 , 1

n

n

n

z D Log z z
n







     

           y     U  
 

                       x               4     1  
 

 إزحاث

من اٍواضح بٔنّ هعف معص ثنارة اٍسِسلة اٍعحَحة  
1

1

1
n

n

n

z
n






  ِيي ، ق 4ٌساوي

مذنارتة ؿلى اٍنصص  0,1D  ٍنرمز باٍصمز f z  إلى لٍوع ُشٍ اٍسِسلة حين ًٍونz 

ؾيصًرا من  0,1D. 

ُوٍومورفي ؿلى  fهـل بٔنّ  0,1D :ّوبٔن 

     
0

0,1 , 1

1

1

n n

n

z D f z z

z





   





  

ًٍَن  1,1D  ٍيـصّف:4وهعف معصٍ  4بٔي اٍنصص المكذوخ الذي مصوز  . وٍ

    
1

, exp 1z z f z
z

      
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 ويحنلّ: تاتؽ ُوٍومورفي ؿلى  إنّ 

        

   

1 1
, exp 1 1

0

z z z f z f z
z z

z z

z z

          

 
   

  

. ولماّ كان قِو إجن تاتؽ ثاتتٌ ؿلى المجموؿة المكذوحة والمتراتعة  1 1  ا من اس خًذجي

 جلك بٔنّ:

  , exp 1z f z z     
قاٍخاتؽ  1z f z   الذي ًبذٔش اٍنيمة  ُو اٍخـَين المس تمص اٍوحِس َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى

U. ولماّ كان 4ؾيس  1   كان
|

Log  ا َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى ًبذٔش  بًٔضًا ثـٌَُاً مس تمص 

ًذج من اٍوحساهَة بٔنّ:4ؾيس  1اٍنيمة   . وً

   , 1z f z Log z     
شا ٍكافئ الخاظّة المعِوتة.  وُ

 

ية. 9.1  مبُر

 ، قِو توخَ ذاص ُوٍومورفي، ويحنلّ:Uتاتؽ تحَِلً ؿلى  Logإنّ تاتؽ اَِوغارًتم اٍصئُسي 

 
1

,z U Log z
z

     

 

 إزحاث

ًٍَن 
0

z  ؾيصًرا منU خًن ، وٍ
0

r  المساقة تين
0

z  و


)بٔي  
0 0

Imr z  في حالة

0
Re 0z  و ،

0 0
r z  في حالة

0
Re 0z  ؾيسئش ًٍون ) 0 0 0

,D z r U   ًون وٍ

اٍخاتـان  z Log z  و  0

0

0

1
z z

z Log z Log
z

 
  

 
ثـَيين مس تمصٍن َِخاتؽ  

اَِوغارٍتمي ؿلى اٍنصص 
0

لٌ ًبذٔشان اٍنيمة هكسِا ؾيس  ، وُ
0

z:ّلٔن . 

  0 0

0 0 0

0 0

, exp 1 1 .
z z z z

z Log z Log z z
z z

     
          

    
  

 وس خًذج من جلك صحة المساوات:
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    0

0 0

0

, 1
z z

z Log z Log z Log
z

 
     

 
  

0وًٍن 

0

1
z z

z


  في حالةz  من

0
ية اٍساتنة، إلى ما ًبتٔي: شا ًؤدي، بمنذضى المبُر  ، وُ

   
 

 
1

0 0 0
1

0

1
,

n

n

n
n

z Log z Log z z z
nz







      

 .U، وتوخَ ذاص ُوٍومورفي ؿلى Uتحَِلً ؿلى  Logتشا ىًون مس بٔزحدٌا بٔنّ اٍخاتؽ 

ووس خًذج من اص خناق ظصفي المساوات   exp Log z z :ّبٔن 

 
1

,z U Log z
z

     

 

 هدِجة

ا َِخاتؽ  f. وًٍَن *وغير ذاٍَة من  مكذوحة ومتراتعةلٍوؿة  ٍخًن  ثـٌَُاً مس تمص 

ا تحََِِ   f. ؾيسئش ًٍون اَِوغارٍتمي ؿلى  ًـ ًون: ا ؿلى تات  وٍ

 
1

,z f z
z

    

 

 إزحاث

ًٍَن 
0

z  ؾيصًرا من إجا كان .
0

z  ل ًًتمي إلى


، كان 
0

z ؾيصًرا من المجموؿة المكذوحة   

U  ووخسنا مصظًا مكذوحًا 0
,D z r  محخوى باٍكامٌ فيU بٔمّا في حالة .

0
z  من*


، قـيسئش ًٍون 

0
z  ؾيصًرا من المجموؿة المكذوحة

2
U


 ووخسنا مصظًا ،

مكذوحًا  0
,D z r  محخوى باٍكامٌ في

2
U


  ّثشوّص بٔن(

2
\U U

   .) 

، ًٍون اٍخاتـان Uفي حالة  
|

f  و
|

Log  قِلٌ  ثـَيين َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى

 .يخخِكان تثاتت ؿلى 

وفي حالة  
2

U


  ًٍون اٍخاتـان
|

f  و z Log z i    بًٔضًا ثـَيين مس تمصٍّن

 .ومن ثّم يخخِكان قنط تثاتت ؿلى  َِخاتؽ اَِوغارٍتمي ؿلى 
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َّة،  َّة محِ َّة المعِوتة ذاظ حتى  )بٔي ًٍكي تحننِا في حوار كل هنعة من ولماّ كاهت الخاظ

اٍساتنة ثحيّن بٔهَّ ًٍكي لٕزحاث المعِوة بٔن يحنلّ تاتؽ ( قإنّ الميامضة ثخحنلّ ؿلى كامٌ 

ية اٍساتنة. ان اؾتمادًا ؿلى المبُر ًتمٌ اٍبُر  اَِوغارًتم اٍصئُسي الخاظَةّ المصحوّت. وٍ

 

 تاتؽ اٍنوّت

 ثـصًف 

 تبهَّٔ اٍخاتؽ: . هـصّف تاتؽ اٍنوّت )بٔو تاتؽ اٍصقؽ( جو الٔس ؿسدًا ؾنسيا   ًٍَن 

  : , : expU z z Log z

      
ىصى بجلاء بٔنّ منعور اٍخاتؽ  من  في حالة 


*ؿلى  


 ت جو الٔس ُو تاتؽ اٍنوّ  

المـصّف في اٍساحة  الحنِني إلى ُشا اٍخاتؽ المبٍٔوف. ٍيححر ىَف ثًذنٌ دواص جلك اٍخاتؽ

 ّ  .ةاٍـنسً

مهلٌ حًن   ,   ومهلٌ حًن  2منz  منU  ّقإنz z z    :ّوجلك لٔن 
          

    

exp exp exp

exp

Log z Log z Log z Log z

Log z

z

     

  



  

0وتوخَّ ذاص  1z z z     وجلك بٔيًا كانz  منU. 

0ىصى، إجا كان  من  في الحالة الخاظّة المواقنة ٍلٔس اٍعحَح   :َّبٔه ، 

     exp expz Log z Log z

z z

   

  
 

0وإجا كان    ّ01قإن z 0، وبٔذيًرا حين ًٍون  ّ1، قإن
z

z




  قاٍخاتؽ


ًخعاتل  

nzَِخاتؽ  Uمؽ المنعور ؿلى  z  في حالة  المـصّف تبسِٔوة ثنَِسي ؿلىn  من* ،

 .*من  nفي حالة  *وؿلى 

إنّ اٍخاتؽ  


 ة، ولدًيا:، لٔهَّ ناتج حصىَة ثواتؽ ُوٍومورقِّ Uُوٍومورفي ؿلى  
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       

 

1

1

expz Log z Log z

z
z

z

z









    




 

 

  

 

ًَا Uمن  zوجلك بٔيًا كاهت  . ووس خًذج من جلك بٔنّ ُشا اٍخاتؽ ًندٌ الاص خناق ؿسدًا ل نّائ

 لدًيا: Uمن  zو  *من  nمن المصاث، وبٔهَّ في حالة 

 
 
     1 1

n nz n z


        

 

ية41.1  . مبُر

 . ؾيسئش:من  ٍخًن 

   
   

1

1 1
0,1 , 1 1

!

n

n

n
z D z z

n






     
      

 

 هدِجة

. ؾيسئش ًٍون تاتؽ اٍنوّت من  ٍخًن 


 .Uا ؿلى تحََِِ   

 

 حكامٌ تاتؽ ؾنسي ؿلى ظصًل

 ثـصًف

ا،  ، وًٍَن وغير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن  ا ؾنسيا  مس تمص  ًـ تات

، ومـعى باُتمثٌَ اٍوس َعي معـَ ا محخوى في  ظصًنًا من اٍعف  وبٔذيًرا ًٍَن 

       : , ,a b t x t iy t     :ؾيسئش هضؽ باٍخـصًف 
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لحغ بٔنّ اٍخاتؽ  t t   وًٍن مس ل ًٍون مـصّقاً ؾيس ؿسد مٌخَ من هناط المجال ،

شا ما بٔتاخ ٍيا وضؽ اٍخـصًف اٍساتل.ا ؿلى يمًن تمسًسٍ إلى تاتؽ مس تمص معـَ    ، وُ
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 ثـصًف

 يحنلّ اٍشرط: aؾيصر  Aة إجا وُخس في بٔنّّا نجمَّ  من  Aهنول ؾن لٍوؿة غير ذاٍَة 

   , 0,1 , 1 .x A t t a tx A        
 

 مِحوػة

 .حزء متراتطة هي كل لٍوؿة نجمَّ 

 

ية .44.1  مبُر

َّةلٍوؿة  ٍخًن  ا  . وبٔذيًرا ًٍَن من  ، وٍخًن من  مكذوحة ونجم ًـ تات

ا ؿلى  وٍومورقِ   مس تمص  ُوٍومورفيٌّ ؿلى  . ؾيسئش ًوخس تاتؽ ا ؿلى وُ

 .ويحنلّ  

 

 هؼصًةّ ىوشي وهخائجِا

ية .49.1  ـ ىوشي ـ مبُر

َّةلٍوؿة  ٍخًن  f:، وًٍَن من  مكذوحة ونجم   ا ُوٍومورقِ ا. ؾيسئش بٔيًا ًـ تات

\من  ، وبٔيًا كاهت معـَ ا المخوى في  1من اٍعف  كان اٍعصًل المغِل   :ّقإن 

   
 1

,
2

f z
f Ind dz

i z

    
 
  

حِر اٍـسد اٍعحَح  ,Ind    1ٌساوي ثـصًكًا

2

dz

i z 
  ووسمََّ دٌٍَ اٍينعة 

و يمثٌ اٍـسد الجبريّ َِمصاث اٍتي ًِخف قيها اٍعصًل  باًٍس حة َِعصًل  حول اٍينعة  وُ

. 

 

ية اٍساتنة في إزحاث هدِجة مهمّة ثخـِلّ باٍخواتؽ اٍِوٍومورقِةّ وهي ىون ُشٍ  ثكِسنا المبُر

شٍ هدِجة مُكاحِئة ٍـسم وحود ما ٍكُاقئها في اٍخحٌَِ الحنِني. َّة وُ  اٍخواتؽ تحَِِ
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ية43.1  . مبُر

ا ُوٍومورقِ   ، وًٍَن وغير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ ا. ؾيسئش تات

 .ا في تحََِِ   ًٍون 

 

ية غير بٔهيا س ينول التٓي:  في الحنِنة، نحن ٍن نخوض في إزحاث ُشٍ المبُر

تـس اٍنِام تحـغ الٕحصاءاث نجس من بٔخٌ بٔي ؾيصر 
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z  من  مصظًا مكذوحًا 0
,D z r 
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شا ًثخت بٔنّ من  nبٔيًا كان   .تاتؽ تحَِلً ؿلى  f. وُ

 

 مِحوػة

ا ُوٍومورقِ ا. ٍنس  ، وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ تات

ية اٍساتنة بٔنّ  ثخنارة  ؾيس  تاتؽ تحَِلً وبٔنّ سِسلة تاًِور َِخاتؽ  وخسنا في المبُر

. موحود داذٌ  محخوى تمامًا في مصص مكذوخ  ؿلى كّلِ مصص مكذوخ 

شا ًـني بٔن هعف معص ثنارة سِسلة تاًِور َِخاتؽ  بٔوبر بٔو ٌساوي هعف  ؾيس  وُ

و  ، بٔي بٔوبر بٔو ٌساوي المساقة تين ومحخوى في  معص بٔي مصص مكذوخ مصوزٍ 

 ؿلى ُشا وس خًذج:وتياءً  في حالة  ، بٔو ٌساوي في حالة  

  

في حالة  ، وهي جساوي و  إلى المساقة تين  ومس رمزنا باٍصمز 

نس بٔزحدٌا بًٔضًا بٔهَّ في حالة   ًٍون: . وٍ
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 هدِجة

ا ُوٍومورقِ ا. ؾيسئش  ، وًٍَن وغير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ تات

 ُوٍومورقِ ا بًٔضًا. ًٍون 

 

 إزحاث

 إنّ ُشٍ اٍيدِجة واضحة، ثسخة صّحة الامذضاءاث الثَٓة:

)f  )ُوٍومورفي(. تحَِلً(  تحَِلً(  ُوٍومورفي 

 

 –متراجحاث ىوشي  –هدِجة 

ا ُوٍومورقِ   ًٍَن  ًـ هعف  ا. هـلُ بٔهَّ ثوخس سِسلة صحَحة تات

 تُحنلّ: معص ثناربها بٔوبر بٔو ٌساوي 

  

ية  وهـل حسة  كان: من  بٔهَّ إجا كاهت  .43.1المبُر

  

 كان لدًيا: وتياءً ؿلى ُشا، إجا ؾصّقٌا 

 )متراجحاث ىوشي(   

 

ية  .41.1  –ٍَوقٌِ  –مبُر

ا ُوٍومورقِ   ًٍَن  ًـ  .ثاتخًا ؿلى  . ؾيسئش ًٍون اٍخاتؽ ا، ومحسودًا ؿلى تات

 

 إزحاث

. هـل، اسدٌادًا إلى المِحوػة الٔذيرت، بٔهَّ ثوخس سِسلة صحَحة ًٍَن 

 تحنلّ: هعف معص ثناربها ٌساوي  
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 واسدٌادًا إلى متراجحاث ىوشي لدًيا:

  

شا ًنذضي:بٔيًا كاهت  اس خًذجيا بٔنّ  جسـى إلى  قإجا حـِيا   . وُ

  
 وهي اٍيدِجة المعِوتة.

 

ية . 41.1  -مساوات بارسكال  –مبُر

ا ُوٍومورقِ   ًٍَن  ًـ هعف  ا. هـلُ بٔهَّ ثوخس سِسلة صحَحة تات

 تُحنلّ: معص ثناربها بٔوبر بٔو ٌساوي 

  

 وؾيسئش ًٍون:

  

 

 إزحاث

 لمؤٍكَ د. عمصان موبا. 1بٔهؼص وخاة اٍخحٌَِ 

 

ية  .46.1 لة اٍـؼمى  –مبُر  –مدسبٔ اٍعوً

ا ُوٍومورقِ   . وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحة ومتراتعةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ ا. تات

 . ؾيسئش ًٍون:وٍخًن 

  

 .ثاتخًا في  وتحسج المساوات إجا وقنط إجا كان 
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 إزحاث

 . وٍيكترض بٔنّ:ٍيكترض خسلً بٔنّ 

  

ية اٍساتنة،  ؾيسئش ًٍون لدًيا اسدٌادًا إلى المبُر

  

، من  مهلٌ حًن  ، إجن وتياءً ؿلى ُشا ًٍون 

 .ثاتتٌ ؿلى  متراتعة هخج بٔنّ اٍخاتؽ  ولماّ كاهت 

 

لة اٍـؼمى ـ )اٍعَغة الٔولى(  هدِجة ـ مدسبٔ اٍعوً

ا ُوٍومورقِ ا. . وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحة ومتراتعةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ  تات

َّة ندٌ ميمة ً  fاٍخاتؽ  وٍيكترض بٔنّ  ثاتخًا ؿلى  fؾيسئش ًٍون اٍخاتؽ  .من  aؾؼمى محِ

. 

 

 إزحاث

َّة ؾؼمى َِخاتؽ  aبما بٔنّ  وخسنا مصظًا مكذوحًا  fميمة محِ ,D a r  مؽ ,D a r  حلَر

 ًٍون:

     , , .z D a r f z f a    
ية اٍساتنة. ثاتخًا ؿلى  fومن ثّم ًٍون اٍخاتؽ   اسدٌادًا إلى المبُر

 

لة اٍـؼمى  –هدِجة   )اٍعَغة اٍثاهَة( –مدسبٔ اٍعوً

ا  . وًٍَن وغير ذاٍَة من  متراتعةو  محسودتو  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن  ًـ تات

وٍومورقِ   ا، وُ  . ؾيسئش:باٍعَغة  . هـصّف حسود ا ؿلى مس تمص 
  

 .ثاتخًا في  وتحسج المساوات إجا وقنط إجا كان 
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 إزحاث

ًحِف حسٍّ  سودت، اس خًذجيا بٔنّ لٍوؿة متراظّة لٔنّّا مغِنة ومح لماّ كاهت 

 يُحنلّ: في  . بٔي ًوخس ؾيصر الٔؿلى ؿلى 

   sup
z

f a f z


  

يا هيامش حاٍخين:  وُ

 وثخحنلّ المتراجحة: في ُشٍ الحالة ًٍون  :من  الة ح 

  

مكذوحة، بٔهَّ ًوخس ؿسدٌ موحةٌ  ؾيسئش وس خًذج من ىون المجموؿة  :من  حالة  

 بٔنّ: . وؾيسئش وس خًذج من ثـصًف يُحنلّ  تمامًا 

  

ية   . إجن:بٔنّ . 46.1ووس خًذج من المبُر

  

ية  شا ًنذضي، تياءً ؿلى المبُر لٔهَّ  ، ومن ثّم ؿلى ثاتتٌ ؿلى  هكسِا بٔنّ  .46.1وُ

 ؿِيها. وتشا ًٍتمٌ الٕزحاث. مس تمصٌّ 

 

ية  .47.1  –دالامدير  –مبُر

. 4بٔوبر بٔو جساوي  . هكترض بٔنّ درخة وثير الحسود من  ًٍَن وثير الحسود 

 .يُحنلّ  ؿسدٌ  ؾيسئش ًوخس في 

 

 إزحاث

 ، بٔي:واحسيا   يمًٌيا بٔن هكترض وثير الحسود 

  

 من  . ؾيسئش بٔيًا كان يحنلّ  . ٍيزتر ؿسدًا مؽ 

 قلدًيا:
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تاتؽ  ، اس خًذجيا بٔنّ اٍخاتؽ قِو اقترضيا خسلً بٔنّ 

شا ًدٌامغ مؽ هدِجة من  بٔيًا كان  ، ويُحنلّ ُوٍومورفي في  . وُ

ية اٍساتنة.  المبُر

 

ية ـ صوارحزـ48.1  . مبُر

ًٍَن    : 0,1 0,1f D D  ّا ُوٍومورقِ ا يحنل ًـ تات 0 0f ئش ًٍون:. ؾيس 
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 إزحاث
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  

  

 وشًرا بجوار اٍعكص. بٔي: تحَِلً ؿلى مصص اٍوحست قِو ًندٌ fبما بٔنّ 

     
   

2

0
0 0

!

n

n

n

f
f z f f z z

n





    

بما بٔنّ  0 0f   ٌ0قإهَّ من بٔخz  :لدًيا 

 
 

    1

2

0
0

!

n

n

n

f z f
f z

z n






  

تحَِلً ؿلى المكذوخ  gإجن اٍخاتؽ    0,1 \ 0D ٌ0. ومن بٔخz  :ّىصى بجلاء بٔن 

 

 

1

0

1
1

0
0

1 0

n
i n k

k
k

n
n

k
k

P re r a r

r r a a P











 

      
 





 , 0z P z   
 

1
z f z

P z


   0 if f re 
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   
 

 

    2

2

00

0

0

!

n

n

n

f z
fg z g z

z z

f
z

n













  

 باٍخالي لدًيا:و

 
       2

0

0 0
0 lim

0 2!z

g z g f
g

z


  


  

 موحودت.

ُوٍومورفي ؿلى اٍنصص المكذوخ  gإجن اٍخاتؽ  0,1D. 

 ٍيـخبر النٓ اٍخاتؽ اٍخالي:
 

   

: 0,1

sup
z r

M

r M r g z








  

 متزاًس لما ًلً: Mاٍخاتؽ 

زوح اٍ ٍيـخبر ,r r  من  
2

0المنلّ َِشرط  0,1 1r r   لة . تخعحَل مدسبٔ اٍعوً

 ؿلى المجموؿة gاٍـؼمى ؿلى منعور اٍخاتؽ  0,D r :نجس 

       0, ,z D r g z M r      
وباٍخالي    M r M r. 

 من جة بٔدصى هلاحغ بٔنّ:

     
1 1

sup sup
z r z r

M r g z f z
r r  

   
 

  

 نجس: Mواؾتمادًا ؿلى حزاًس اٍخاتؽ 

   
1

M r M r
r

 


  

 نجس: 4نحو اٍـ  rوباٍسـي تـ 

     0,1 , 1r M r     
من    و  :نحعٌ ؿلى 

   0, , 1z D r g z   
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 ّ ؿسدًا ىَكِاً من المجال  rا كان ولم 0,1  ّاس خًذجيا بٔن    0,1 , 1z D g z    الذي ًًذج

 ؾنها بٔنّ:

   0,1 ,z D f z z   
هنعة  ثإجا وُخس ،بٔذيًرا

0
z  من   0,1 \ 0D  ّتُحنل 0 0

f z z   بٔي 0
1g z   كاهت

0
z  ميمة ؾؼمى َِخاتؽg ، إجن اٍخاتؽg  ثاتت ؿلى اٍنصص المكذوخ 0,1D . ّوبما بٔن

 0
1g z   قإهَّ ًوخس ؾيصر  1منS  ّيُحنل   0,1 ,z D g z   . :بٔي 

   0,1 ,z D f z z     
و المعِوة.  وُ

  

 .ظار من الممًن النٓ بٔن هـمٌ بهشٍ اٍيدِجة اٍناؿسًةّ

 

 هدِجة ماؿسًةّ

f:. وًٍَن غير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن    ا ُوٍومورقِ ا. ؾيسئش ًـ تات

 ًٍون:

4) f  تحَِلً ؿلى  
9) f  مس تمص ؿلى  

3) f  ا من المصاث وجمَؽ مض خناثَ تحََِِةّنّائَ  ًندٌ الاص خناق ؿسدًا ل 
1) f :ًخعاتل محَِ ا مؽ لٍوع سِسلة تاًِور المواقنة له حلَر 

    
   

 0

0 0 0 0
0

, , , \
!

n
n

n

f z
z z D z d z f z z z

n





        

وإجا كان  0
,D z r :كان 

     
2

0 0

0

!
,

2

n i in

n

n
n f z f z re e d

r



      


  

 قإجا وضـيا:
   

 

   
0

2

0

0

0

1
,

! 2

sup

n

i in

n n

z z r

f z
n a f z re e d

n r

M r f z



  

 

     




 
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 ما ًلً: خسناو 
 

,
n n

M r
n a

r
    

 )متراجحاث ىوشي(

 
2

22 2

0
0 0

1

2

n i

n
n

a r f z re d






  


   

 )مساوات بارسكال(

 

 مذخاٍَاث وسلاسٌ اٍخواتؽ اٍِوٍومورقِةّ

ية مهمّة ٍُس ٍِا مُكافئ في اٍخحٌَِ الحنِني.  هبتٔي النٓ إلى مبُر

 

ية .49.1  مبُر

ة مذخاٍَة من اٍخواتؽ اٍِوٍومورقِّ  ، ثُمّ ٍخًن غير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن 

من تاتؽ  مذنارتة باهخؼام ؿلى كّلِ لٍوؿة متراظّة من  . هكترض بٔنّ المخخاٍَة ؿلى 

باهخؼام ؿلى كّلِ لٍوؿة  وثخنارة المخخاٍَة  ا ؿلى ُوٍومورقِ   . ؾيسئش ًٍون 

 .من اٍخاتؽ  متراظّة من 

 

 اٍخاٍَة باٍتراحؽ:وثًذج الخاظّة 

 

 هدِجة

ة مذخاٍَة من اٍخواتؽ اٍِوٍومورقِّ  ، ثّم ٍخًن غير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن 

من تاتؽ  مذنارتة باهخؼام ؿلى كّل لٍوؿة متراظّة من  . هكترض بٔنّ المخخاٍَة ؿلى 

باهخؼام ؿلى كّل لٍوؿة  وثخنارة المخخاٍَة  ا ؿلى ُوٍومورقِ   . ؾيسئش ًٍون 

 .من  ، وجلك بٔيًا كان من اٍخاتؽ  متراظّة من 

 

 

 n n
f

 n n
f

ff n n
f 

f 

 n n
f

 n n
f

ff
  p

n
n

f


 p

fp
*
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 هدِجة

ة مذخاٍَة من اٍخواتؽ اٍِوٍومورقِّ  ، ثّم ٍخًن غير ذاٍَة من  مكذوحةلٍوؿة  ٍخًن 

ا( ؿلى كّل لٍوؿة متراظّة من مذنارتة باهخؼام )بٔو هؼيمَ   . هكترض بٔنّ اٍسِسلة ؿلى 

ًون ا ؿلى ُوٍومورقِ   . ؾيسئش ًٍون لٍوؾِا  ، وجلك . وٍ

 .من  بٔيًا كاهت 

 

 فمثلًا، هترك َِنارئ بٔن ًدِننّ، تخعحَل اٍيدِجة اٍساتنة، بٔنّ تاتؽ ريمان المـصّف باٍـلامة:

 
1

1
z

n

z z
n





   

ُو تاتؽ ُوٍومورفي في هعف المس خوي  1
: Re 1z z  . 

 

 
 

 
 

 

 

 n n
f


0

n
n

f





0

n
n

f f





   

0

p p

n
n

f f



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 الٔؾلٌل الموجّة .6

 

 تمارٍن محِولة

 4اُتمصٍن 

L:هنول ؾن ثعحَل     َّـ دعّي إجا وقنط إجا كان  بٔهL  ًَّا ؿلى ثعحَنًا دع
 . بٔي إجا حنلّ ما ًلً:جو المؤثص الحنِني  اٍكضاء اٍضـاؾي 

         2 2, , , ,x y u v L xu yv xL u yL v        
جو المؤثص  ا ؿلى اٍكضاء اٍضـاؾي ًَ ثعحَنًا دعّ  Lـ دعّي إجا كان  بٔهَّ  Lوهنول ؾن  

 . بٔي إجا حنلّ اٍشرط:اٍـنسي 

   , 1u L u uL    
 وقنط إجا حنلّ اٍشرط:جا ـ ضس دعّي إ  بٔهَّ  Lوبٔذيًرا هنول ؾن  

   , 1u L u uL   
 المعِوة: 

 في كل حالة. Lبٔؾط اًٍذاتة المعكوقِةّ َِخاتؽ  (4

 ثبؤّس من صحة المساوات اٍخاٍَة: (9

     L L L   
حِر رمزنا تـ  K

L E  إلى لٍوؿة اٍخعحَناث اٍـK  ة ؿلى اٍكضاء اٍضـاؾي َّ ـ دع

E وباٍصمز . 
K

L E  إلى لٍوؿة اٍخعحَناث اٍـK  ة ؿلى َّ دع ـ ضسE. 

 

 4حٌ اُتمصٍن 

وبٔساسَ  9ُو قضاء صـاؾي تـسٍ  ؿلى الحنٌ  هـل بٔنّ اٍكضاء اٍضـاؾي  (4

اٍناهوني ُو  1,i  ـ دعّي ًخـيني تخـيُن ظورت كل من  وباٍخالي كل ثعحَل

f:ـ دعّي. قإجا كان  وقل ُشا اٍخعحَل اٍـ  iو  4اٍـسدٍن    ـ  ثعحَنًا

ًَا حلَر:  دعّ

 1f a ib       و f i c id   
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 :كان

 ,
a c x

f x y
b d y

   
    
   

  

بٔي بٔنّ    

   

Re 1 Re

Im 1 Im

f f i

f f i

 
  
 

في الٔساس اٍناهوني  fهي معكوقة اٍخعحَل الخعّي  

 1,i. 

ة ثخـيني تخـيُن َّ ـ ضس دع  ة واٍـ َّ ـ دع  ولٌ هلاحغ بًٔضًا بٔنّ اٍخعحَناث اٍـ 

ًَا و  ثعحَنًا  g. قإجا كان 4ظورت اٍـسد  ًَا حلَر: ثعحَنًا  hـ دعّ  ـ ضس دعّ

 1g a ib       و 1h c id   

 كان:

 

 

,

,

a b x
g x y

b a y

c d x
h x y

d c y

   
    
   

   
    

   

 

ًٍون    1g i ig  و   1h i ih . 
 ة( هي ثعحَناث َّ ة )ضس دع َّ ـ دع  من اٍسٌِ بٔن هلاحغ تبنّٔ اٍخعحَناث اٍـ  (9

ة وبٔنّ َّ ـ دع      0L L  . إجن الخاظّة اٍوحِست اٍواحة إزحاتها هي

 الاحذواء التٓي:

     L L L  
ثعحَنًا من  fًٍَن  L  وٍيعصخ اٍسؤال التٓي: ٌُ ًوخس زوح من اٍخواتؽ

 ,g h  من   L L  حلَرf g h .؟ 

بالس خكادت من اًٍذاتة المعكوقِةّ ٍكل تاتؽ من اٍخواتؽ اٍثلاج ثعحح المساوات 

f g h  :ًولٌ ًل 
a c x x x

b d y y y

              
               

               
 

 وتـس المعاتنة نحعٌ ؿلى الدلة اٍخاٍَة:
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a

c

b

d

   
  

   
   

  

شٍ الدلة ثندٌ   حلًا وحِسًا نحعٌ ؿََِ حلساة ثس َط ُا ُو جا:وُ

 

2

2

2

2

a d

b c

a d

c b


 


 


 
 


 
 


 

إجن اٍزوح المعِوة  ,g h :ُو 

 

 

,

,

g

h

x
x y

y

x
x y

y

    
   

    

    
   

     

  

حِر تحنلّ المـاملاث  , , ,     اٍـلامة  .ومن ثّم صحة الاحذواء 

 

 9اُتمصٍن 

 محنلّ َِشروط في الحالث المخخِكة اٍخاٍَة: Uؿلى  fٌُ ًوخس تاتؽ تحَِلً 

4) U :مكذوخ يحوي اٍعكص حلَر 
* 1 1
, 0

3
n f f

n n

   
      

   
  

9)  0,1U D :حلَر 
1 1

2,
1

ln

n f
n

n

 
   

  
 
 

  

3) U :مكذوخ متراتط يحوي اٍعكص. حلَر 
*

3

1 1 1
,n f f

n n n

   
       

   
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1) U :مكذوخ متراتط يحوي اٍعكص حلَر 

* 1 1 1
,

2 1
n f f

n n n

   
      

   
  

1) U :مكذوخ يحوي اٍعكص حلَر 

* 1
, 0 nn f e

n

 
    

 
  

 

 9حٌ اُتمصٍن 

 .اٍخاتؽ المـسوم ًِبي اٍعِة (4
 ا ؾيس اٍعكص ومن ثّم حًون:كان مس تمص   fخس مثٌ ُشا اٍخاتؽ إجا وُ  (9

 
1 1 1

0 lim lim lim 0
1

ln
n n n

f f f
n n

n

  

   
      

   
  

بٔي بٔنّ اٍـسد 
0

0z   ُو ظكص َِخاتؽf ٍخًن .k  رثحة ثضاؾف اٍعكص
0

0z  

 ؾيسئش ًٍون:

        , / \ 0kz U f z z g z g U U      

بٔنّ  من جة هـل , n

n
n k

z U g z a z




    وباٍخالي 0 0
k

g a . 

 ومن جة بٔدصى:
1 1 1

2,
k

n f g
n n n

   
     

   
  

 وؿََِ:

 
1 1

0 lim lim lim
1

ln

k

n n n

n
g g g

n n

n

  

   
       

   
 

شا ًدٌامغ مؽ ىون  وُ 0
k

g a ..إجن ل ًوخس تاتؽ يحنلّ اٍشرط المـعى 

 بٔنّ: ،ؾيس اٍعكص fفي ُشٍ الحالة نجس من اس تمصار  .موحود fٍيكترض بٔنّ  (3

 
3

1 1 1
0 lim lim lim 0

n n n
f f f

n n n  

   
      

   
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ًًتمي إلى  1بٔي بٔنّ  Z f  لٍوؿة بٔظكار اٍخاتؽf . ّ1*المجموؿة  ولٌ بٔن
: n

n

 
 

 
 

في  محخواتٌ  Z f ، ما يجـٌ اٍعكص هنعة حصاكم َِمجموؿة Z f،  ومن ثّم ًٍونf 

شا ًدٌافى وىون:. Uُو اٍخاتؽ المـسوم ؿلى   وُ

*

3

1 1
0,f n

n n

 
    

 
 

 غير موحود. fومٌَ 

اٍعصًنة اٍساتنة  ؾن ظصًنةً مخخِكةً في ُشٍ الحالة ًٍس خـمٌ و  .موحود fٍيكترض بٔنّ  (1

 إج هـخبر في ُشٍ الحالة اٍخاتؽ اٍخحَِلً: ،بٔوبرقائست تحعٌَ معس 

   ,U z g z f z z   
 بٔنّ:ؾيس اٍعكص،  gٌجس من اس تمصار اٍخاتؽ ق 

 
1 1

0 lim lim 0
n n

g g g
n n 

   
     

   
  

ًًتمي إلى  1بٔي بٔنّ  Z g  لٍوؿة بٔظكار اٍخاتؽg . ّ1*المجموؿة  ولٌ بٔن
: n

n

 
 

 
 

في  محخواتٌ  Z g ، ما يجـٌ اٍعكص هنعة حصاكم َِمجموؿة Z g ، ومن ثّم ًٍونg 

 ُشا ًـني بٔنّ:. Uُو اٍخاتؽ المـسوم ؿلى 

 ,z U f z z    

شا ًدٌامغ وىون  1وُ 1 1

2 1 2 1
f

n n n

 
  

  
 fإجن اٍخاتؽ  .*من  nمهلٌ كان  

 غير موحود.

اٍخاتؽ اٍثاتت  (1 z f z e  ًًِبي اٍعِة. ،مثلا 

 

 3اُتمصٍن 

 .لٍوؿة مكذوحة غير ذاٍَة من  Uٍخًن 

 بٔزخت صحة اٍخكاقؤ التٓي:

 U  حِنة تامّة U .متراتط 
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 3حٌ اُتمصٍن 

)  
 معس ثوس َؽ هعاق ثكًيرنا.مخخِكذين عصًنذين ت س يثدت ُشا الاس خِزام

 :4ظصًنة 

 Uتحَِِين ؿلى  gو  f. وٍيكترض وحود تاتـين مكذوخ متراتط من  Uٍيكترض بٔنّ 

0fgومحننين َِشرط   ، وٍيكترض خسلً بٔنّ كلا اٍخاتـينf  وg  غير مـسوم. ؾيسئش

لٌ بٔ  لٍوؾخا حًون ظكارُ Z f  و Z g بٔهؼص المِحل في بدٓص ) ؿسودثينومن ثّم  ،مـزوٍخين

ما يجـٌ المجموؿة  .(اًٍذاة \U Z f  ولٌ ًنذضي  ،(حتمخؽ تنسرت المس تمص )في ثناتٌ مؽ

0fgاٍشرط    ّبٔن   \Z g Z f   ،:إجن باؾخحار اٍخعحَل 
     

 

: \ \W Z g Z f U Z f

z W z z




  

قإنّ ُشا الٔذير ٍُس غامصًا ًٍون        \ \card Z g Z f card U Z f ،وؿََِ ًوخس 

ؾيصر 
0

z  ًًتمي َِمجموؿة    \U Z f Z g . ُّشا ًـني بٔن   0 0
0f z g z   ّلٔن 

شا ًيامغ اٍشرط  0fgحنٌ )ل يحوي مواسم َِعكص( وُ  ، إجن ؿلى بٔحس اٍخاتـينf  بٔو

g  .بٔن ًٍون مـسومًا 

 :9ظصًنة 

 Uتحَِِين ؿلى  gو  f. وٍيكترض وحود تاتـين مكذوخ متراتط من  Uٍيكترض بٔنّ 

0fgومحننين َِشرط    حلَرf نجس من اس تمصار ُشا الٔذير  ،يخخِف ؾن اٍخاتؽ المـسوم

مـسوم  gُشا ًنذضي بٔنّ اٍخاتؽ في ُشا الجوار.  fحلَر ل ًيـسم اٍخاتؽ  Uمن  Vحوارً 

0fgاسدٌادًا إلى اٍشرط  Vؿلى   ، وباٍخاليg  ًعاتل اٍخاتؽ المـسوم ؿلى المكذوخ المتراتط

U ّاُتمسًس اٍخحَِلً. عملًا تيؼصًة 

(  
ٍيكترض بٔنّ  U  المكذوخ ٍيكترض بالخِف بٔنّ حِنة تامّة. وU وٍيكترض  ،ٍُس متراتط

ان بٔنّ ٍـ  مصىحخين متراتعخين بٔؾؼمَخين   Uدوموا إهناص من عمومِةّ اٍبُر
1

  و
2

 ، بٔي

1 2
U  . :في ُشٍ الحالة هـخبر اٍخاتـين 
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1 1

2 2

1; 0;

0; 1;

f gz z
z z

z z

  
 

  
  

0fgولٌ بٔنّلٌ يحننان اٍشرط  ،اَ  إج ُلٌ وشلك محِ  Uتحََِِين ؿلى  gو  fإنّ اٍخاتـين   ،

إنّ ُشا ًخـارض مؽ ىون اٍخاتؽ المـسوم.  في حين كل منهلٌ يخخِف ؾن U  ،حِنة تامّة

  .متراتط من  Uإجن 

 

 1اُتمصٍن 

f:يحوي اٍعكص. وًٍَن  مكذوخ متراتط من  Uًٍَن  U    ََِِا تح ًـ ا، وٍيكترض بٔنّ تات

f  ّاٍشرط:يخخِف ؾن اٍخاتؽ المـسوم وبٔهَّ يحنل 

       2, ,z w U z w U f z w f z f w        
 بٔزخت صحة ما ًلً:

   : , exp .b z U f z bz      
)إرصاد: بٔحسة ميمة  0f  وضؽ 0b f .) 

 

 1حٌ اُتمصٍن 

g:ٍيثخت في اٍحساًة بٔنّ الحٌ اٍخحَِلً اٍوحِس  U   اٍخاٍَة:لمسبلٔة ىوشي 

 
/

0 1

g bg
b

g

 



  

ُو اٍخاتؽ    expz g z bz. 

يـخبر اٍخاتؽ اٍخحَِلً:1يحوي  Uمن  Iمجال مكذوخ  ًوخسوباٍكـٌ،   . وٍ

   

:

exp

h I

z h x bx




  

ية في الدرس ًندٌ اٍخاتؽ  ،إجن ؿلى مكذوخ متراتط  hاُتمسًس إلى تاتؽ تحَِلً  hحسة مبُر

 .Iيحوي  من  

Uتوضؽ   ، مكذوحًا متراتعًا من  ًٍونU  ويحويI ولٌ هلاحغ بٔنّ منعور .

g  في حال وحودٍ( ؿلى(I  ًخعاتل مؽh  )َّة )ُشا مـِوم مما ثسرسَ في المـادلث اٍخكاضِ
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مؽ المنعور  gإجن ًخعاتل اٍخاتؽ 
|

h  ومن ثّم ، تياءً ؿلى هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً ؿلى

مؽ اٍخاتؽ  gًخعاتل اٍخاتؽ  , expU z bz ّشا ُو . تياءً ؿلى هكس اٍيؼصًة وُ

 المعِوة.

 ٍيـس النٓ لحٌ اُتمصٍن:

 ّ يخخِف ؾن اٍخاتؽ المـسوم وخسنا ؿسدًا  fا كان اٍخاتؽ لم
0

z  منU  حلَر 0
0f z  . ََِوؿ

 ًٍون:
   

   

0 0

0

0

0

f z f z

f z f

 


  

بٔي بٔنّ     0
1 0 0f z f  . ُّشا ًنذضي بٔن 0 1f   حنلًا. ًٍون 

 ما ًلً: Uمن  zنجس من بٔخٌ كل ؾيصر  ،من جة بٔدصى

 
   

     

 
 

 
   

   

0

0

0

0

lim

lim

1
lim

0
lim

0

0

w

w

w

w

f z w f z
f z

w

f z f w f z

w

f w
f z

w

f w f
f z

w

f z f









 
 





 


 





  

توضؽ  0b f  . ّىصى بجلاء بٔنf :ُو الحٌ اٍخحَِلً اٍوحِس لمسبلٔة ىوشي اٍخاٍَة 

 0 1

f bf

f

 



  

 يحنلّ المعِوة. fنجس بٔنّ  ،وبالؾتماد ؿلى اٍـمٌ الذي اقذخحيا تَ ُشا اُتمصٍن

 

 1اُتمصٍن 

f:. وًٍَن لٍوؿة مكذوحة متراتعة من  ٍخًن   ا ًـ ا غير مـسوم، تحََِِ   تات

 وٍيكترض بٔهَّ يحنلّ اٍشرط:

    
2

,z f z f z    
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 المعِوة:

 .ل ًيـسم ؿلى  fبٔزخت بٔنّ اٍخاتؽ  (4
 .f اتؽؿين اٍخ (9
 

 1حٌ اُتمصٍن 

ًيـسم ؾيس ؾيصر  fٍيكترض خسلً بٔنّ اٍخاتؽ  (4
0

z  من.  توضؽg f f f   

 .ا من المصاثَ  ؿسدًا ل نّائ  وباٍخالي ًندٌ الاص خناق، ا ؿلى تحََِِ   gًٍون اٍخاتؽ 

 اٍخاٍَة: باٍـلامة وثـعى مض خناثَ
     *

0

,
n

n k n kk

n
k

n g C f f




    

 (Leibniz )ؿلامة

وبملاحؼة بٔنّ  0
0f z   و   2

0 0
0f z f z    ًٍون   0

, 0
n

n g z  

وباٍصحوع إلى  ،ُو اٍخاتؽ المـسوم اسدٌادًا إلى هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً gًٍون  ومن ثمّ 

gاٍـلامة  f f f    ّٔ0ىصى تبنf  ، شا ًدٌامغ مؽ ىون يخخِف ؾن  fوُ

 .ل ًيـسم ؿلى  fاٍخاتؽ  ،اٍخاتؽ المـسوم. إجن

َّة  fىصى ثسِولة بٔنّ  ،بٔذيًرا (9 ٌٌ َِمـادلة اٍخكاضِ ح
2f f   َّة من وهي مـادلة ثكاضِ

و ٌساوي: .حِِا ثس َط ،اٍصثحة الٔولى  وُ

 
1

, / .z f z a
a z

  


  

 

 6اُتمصٍن 

. وًٍَن *لٍوؿة مكذوحة ومتراتعة من  Uٍخًن 
0

z  ؾيصًرا منU وبٔذيًرا ًٍَن ،

:f U    ََِِا تح ًـ  ا يحنلّ اٍشرط:تات

 

  0 0

1

exp

f z
z

f z z


 


 

  

ن بٔنّ اٍخاتؽ    .Uثـَين مس تمصٌّ َِوغارًتم ؿلى  fجصُ
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 6حٌ اُتمصٍن 

 . ٍيـصّفِ اٍخاتؽ اٍخحَِلً:Uوخاتؽ تحَِلً ؿلى  Uمس تمصٌّ ؿلى  fمن اٍواضح بٔنّ اٍخاتؽ 

    , expU z g z f z z    
 هلاحغ بٔنّ:

    

      

0 0 0

0 0 0

0

0

exp 0

exp 1

1
1

0

g z f z z

g z f z f z

z
z

  

   

  



  

نجس ، nوباٍخسريج ؿلى    0
, 0

n
n g z    وؿََِ اٍخاتؽg  ًعاتل اٍخاتؽ المـسوم ؿلى

U  ًذج ؾن  جلك بٔنّ:اسدٌادًا إلى هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً. وً

  , expz U f z z    
 .Uثـَين مس تمصٌّ َِوغارًتم ؿلى  fومٌَ 

 

 7اُتمصٍن 

ٍصمز َِـسد اٍـنسي  jص تبنّٔ هشوِّ 
2

3
i

e


 . وٍيضؽ:

    : ,1 , 0,1,2k

k
tj t k     

وًٍَن  0 1 2
\U   . 

ٌُ اٍخاتؽ  (4   3, 1U z f z Log z   .مـصّف حِسًا؟ 

حسة ا (9 f i. 
 

 7حٌ اُتمصٍن 

 باٍضكل المساؿس التٓي: fيمًن وخاتة  (4

   31
, exp 1

2
U z f z Log Log z

  
    

  
  

باؾخحار اٍخاتؽ   3, 1g z z    ًٍون
1 |

2

exp
U

f Log h Log g. 
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مـصّقاً حِسًا إجا وقنط إجا كان  fومن ثّم ًٍون  g U U. 

 الذي هوضحَ ُيا في الٔسكٌ: Uفي اٍحساًة ٍيخبمٌٔ صكل المجموؿة 

 

 
 

اٍتي تجـٌ  من  zاٍسؤال المعصوخ ُو: ما هي ميم   3 1g z z   ًًتمي إلى


 ؟.

 من بٔخٌ الٕخاتة ؾن ُشا اٍسؤال هلاحغ بٔنّ:

   

  

    

          

   

    

1 3

3

3 3

3 3

: 1

: ,1

: : 0,1

: 1 : 1 0,1

2
: , 0,1,2

3 3

2
: , 0,1,2 0,1

3

i

i

i i

i i i i

i

i

g z z e z

z z e z

z z e z z z e z

z z e e z z z e e z

k
z z e k z

k
z z e k z

z e

 

 



 



   









   

   

     

          

    
           

   

   
         

   

       
5

3 3

0 1 2

, , / / 0,1,2 0,1
i i

kz z e z z j k z
 



 
      

 

  

 

 

باٍخالي و g U U إجن .f .مـصّف حِسًا

 

ٍيحسة النٓ  (9 f i  شا ممًن لٔنّ اٍـسد  . لدًيا:Uًًتمي إلى  iوُ



 

 83   

  إعداد الطالب: وليد سعدي

   

3

4

3

8

1
exp 1

2

1
exp 2

2

1 3
exp ln 2

2 4

1
exp ln 2 e

4

1 3
ln 2

4 8

i

i

f i Log Log i

Log Log e

Log i

Log

i

 




  
    

  

   
    

   

   
    

   

  
   

  


 

 

 

 8اُتمصٍن 

 ٍيشوِّص باٍترميّ اٍخالي:

  * : arg ,U z z

     

رسم ا (4
2

U U   .في المس خوي اٍـنسي 

و  Uؿلى  gو  fخس تاتـين تحََِِين  (9
2

U




ًخعاتنان ؿلى حلَر  ،ؿلى اٍخوالي 

حزء مكذوخ 
1

  من
2

U U    ويخخِكان ؿلى حزء مكذوخ بدٓص
2

  من

2

U U  . 

 

 8حٌ اُتمصٍن 

إٍَه رسم  (4
2

U U   في المس خوي اٍـنسي: 
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هلاحغ بٔنّ  (9
2

U U   له مصىحخين متراتعخين و *من  حزء مكذوخ غير متراتط

ٍيـخبر  .بٔؾؼمَخين
1

 َّة المصىحة المتراتعة من  الٔؾؼم
2

U U    اٍتي ثنؽ في اٍصتؽ

يـخبر  ،اٍثاٍر من المس خوي اٍـنسي بالتجاٍ الموحة )ؾًس ؾنارة اٍساؿة( وٍ
2

 

َّة الٔدصى ٍـ  المصىحة الٔؾؼم
2

U U   بٔي ؛
2 1

2

\U U 
 

    
 

يخبمٌّٔ  . وٍ

 اٍخاتـين:
 

2

2

: ,

: ,
2

i

f U z Log z

g U z Log ze i

  
   

  




 

   
       

  

  

منهلٌ ًٍون ثـٌَُاً  وكلٌ  ،تحََِِين لٔنّّلٌ ثـَيين مس تمصٍّن َِوغارًتم gو  fإنّ اٍخاتـين 

ا َِوغارًتم ؿلى المجموؿة المكذوحة والمتراتعة  1مس تمص 
  وبملاحؼة بٔنّّلٌ ًبذٔشان . *من

هكس اٍنيمة ؾيس اٍـيصر 
0

1z i    من
1

 ، ْلدًيا: إج 

 

 

3

4

3 3

4 4

1 3
1 2 ln 2

2 4

3 1 3
1 2 ln 2

4 2 4

i

i i

f i Log e i

g i Log e e i i




 


 
     

 

  
      

 

  

اس خًذجيا بٔنّلٌ ًخعاتنان ؿلى الجزء المكذوخ 
1

  من
2

U U   .هخبؤس من بٔنّ  ،وبٔذيًرا

ًِحَان معِوة اُتمصٍن بملاحغ بٔنّ  ُشان اٍخاتـان   2 2
f g     ،ًٍون: 

   

   

2

2

: , ,
2

5
: , ,

2

f x iy x y

g x iy x y

  
        

  

  
        

  

  

 

 9اُتمصٍن 

لٌ  Uؾيصرٍن من  wو  zًٍَن   .Uؾيصًرا من  zwحلَر ًٍون خساؤُ

 بٔحسة ميمة اٍـسد: (4

     Log zw Log z Log w   
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 ماجا جس خًذج؟ (9

 

 9حٌ اُتمصٍن 

 لدًيا: (4
     

     

          

      

ln ln ln

ln ln ln

Log zw Log z Log w

zw iArg zw z iArg z w iArg w

z w z w i Arg zw Arg z Arg w

i Arg zw Arg z Arg w

 

     

     

  

  

 

بما بٔنّ الاس خًذاح:  (9   Arg z Arg w  ل ًًتمي إلى المجال ,  قإنّ  ،عمومًا

     Arg zw Arg z Arg w  وباٍخالي  ،عمومًا     Log zw Log z Log w  
 وباٍخحسًس لدًيا:عمومًا. 

     

     

     ,

Log zw Log z Log w

Arg zw Arg z Arg w

Arg z Arg w

 

 

   

 

 

 41اُتمصٍن 

cos. ؿِمًا بٔنّ من  zًٍَن 
2

iz ize e
z


  وsin

2

iz ize e
z

i


. 

coszثبؤّس بٔنّ اٍخاتـين  (4 z  وsinz z  َِخاتـين ُلٌ الامذساد اٍخحَِلً إلى 

cos  وsin .جاث المخغير الحنِني ؿلى اٍترثُة 

 اٍخاٍَة: اٍـلامةبٔزخت صّحة  (9

           2, , cos cos cos sin sinz w z w z w z w     
 .2 مـتمسًا ؿلى صحتها في

 ماجا جس خًذج؟ (3
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 41حٌ اُتمصٍن 

coszإنّ اٍخاتـين  (4 z  وsinz z  كمجموع تاتـين تحََِِين ولٌ  تحََِِين ؿلى

 ُشاؿلى اٍخوالي. و  sinو  cosُلٌ اٍخاتـين الحنِنِين المبٍٔوقين  بٔنّ منعوريهلٌ ؿلى 

 اهعلاماً من ؿلامة بٔوٍص المضِورت. واضحٌ 

, cos sinixx e x i x     
 )ؿلامة بٔوٍص(

يخبمٌّٔ اٍخاتؽ ، من  wًٍَن  (9 wf:وٍ  :ًالمـصّف ولٌ ًل 

           , cos cos cos sin sinwz f z z w z w z w       
َّةتحَِلً كمجموع  wfاٍخاتؽ   .وخساء ثواتؽ تحَِِ

ُو  wf وؿََِ ًٍون، اٍخاتؽ المـسوم ؿلى  wfاٍخاتؽ  ًعاتل :من  wفي حالة  

 إجن: .اٍخاتؽ المـسوم عملًا تيؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً

             , , cos cos cos sin sinz w z w z w z w       
اؾتمادًا ؿلى اٍـلامة  اٍخاتؽ المـسوم ؿلى  wf: ًعاتل اٍخاتؽ من  w في حالة 

  ، ومن ثّمwf  وباٍخالي: .تياءً ؿلى هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلًُو اٍخاتؽ المـسوم 

           2, , cos cos cos sin sinz w z w z w z w     
 وهي اٍـلامة المعِوتة.

، exp ،cos ،sin ،ch ،sh ،tan ،th ،cotanالاس خًذاح: بما بٔنّ اٍخواتؽ المبٍٔوقة:  (3

coth  ّدْ تحََِِ ا إلى اٍساحة اٍـنسًة ـلاماث قإنّ جمَؽ اٍ، جاث المخغيّر الحنِني ثمَُسي

ٌُ صحَحةً في ، في  تُنهاالمبٍٔوقة اٍتي تحننِّا ُشٍ اٍخواتؽ قيما  ن ؿلى . ثؼ بُر وً

وجلك  ،صحتها ثضكل مضاتَ َِعصًنة اٍتي اؾتمسناُا في إزحاث اٍسؤال اٍساتل

  باس خزسام هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً.

 
 . ـ هؼصًةّ اٍخاتؽ المكذوخ ـ 44اُتمصٍن 

f:، وًٍَن لٍوؿة مكذوحة غير ذاٍَة من  ٍخًن    هنول ؾن . ا ؾنسيا  ًـ بٔهَّ  fتات

 .مكذوحًا في  من  إجا وقنط إجا كاهت ظورت كل مكذوخ  ،تاتؽ مكذوخ
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، وكان لٍوؿة مكذوحة ومتراتعة من  اٍِسف من ُشا اُتمصٍن ُو إزحاث بٔهَّ إجا كاهت 

:f  ا ُوٍومورقِ ا غير ثاتت ًـ ا  fكان  ،تات ًـ مكذوحًا. من بٔخٌ جلك وس خـمٌ تات

ان بالخِف ولًٌلً:  اٍبُر

، وٍيكترض خسلً بٔنّ مكذوحًا غير ذالٍ من  ًٍَن  f  ٍُس مكذوحًا من. 

 بٔزخت بٔنّ: (4

     , \ : lim
n nn n

x a f a f x


      

 بٔزخت بٔنّ: (9

       0 0 0
0, 0 : , , ,r D x r z D x r f z f x           

 ثّم اس خًذج بٔنّ:

   0 0
: ,

2
n

n n n n a f x


          

ٍيـصّفِ مذخاٍَة اٍخواتؽ  (3 n n
g  من , :باٍضكل اٍخالي 

 
 

1
, ,

n

n

n z g z
f z a

    


  

 بٔزخت بٔنّ:

     0
, sup / ,

n n
z

n g x g z D x r


     

ثّم اس خًذج وُحود مذخاٍَة  n n
z  من :تحنِّل 

     , sup
n n n n

z

n g x g z g z


     

 بٔزخت بٔنّ: (1

 ,
2

n n
n f z a


     

 ثّم اس خًذج بٔنّ:

   0

1 1 2
,

n n n

n n
f x a f z a

   
  

  

 لماجا لدًيا ثيامغ؟ (1
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 44حٌ اُتمصٍن 

 حلَر: من  xًوخس ؾيصر  (4
    

     

0, ,

0, , \

r D f x r f

r D f x r f

  

    
  

بٔي بٔنّ  f x  هنعة ملاظنة ٍـ \ f ،:وباٍخالي 

     \ : lim
n nn n

a f a f x


   

قإنّ اٍخاتؽ  ،تحَِلً fبما بٔنّ اٍخاتؽ  (9   z f z f x ًوبما بٔنّ اٍخاتؽ  .تحَِلf  غير

قإنّ اٍخاتؽ  ،ثاتت   z f z f x وباٍخالي بٔظكارٍ  ،يخخِف ؾن اٍخاتؽ المـسوم

ّ  .مـزولة نجس مصظًا مغِنًا  إجن، .كان ُشا الٔذير مـزولً  ،بٔحس بٔظكارٍ xا كان ولم

 0
,D x r  حلَر ًٍون ، محخوى فيx  ُو اٍعكص اٍوحِس َِخاتؽ

   z f z f x ًوخس ؿسد حنِني موحة تمامًا  ؿََِو  .ؿلى ُشا اٍنصص المغِل

 :حلَر 

     0
, ,z D x r f z f x     

ولماّ كاهت المخخاٍَة  n n
a  ثخنارة نحو f x ، ًَا وخسنا ؿسدًا ظحَـ 0

n  :حلَر 

   0
,

2
n

n n n a f x


       

إنّ اٍخواتؽ  (3
n

g َّة  وخواتؽ ىسرًةّ بمنام ل ًيـسم وثسط ومنام تحََِِين. ،تحَِِ
لة اٍـؼمى )اٍعَغة  ( ؿلى اٍخواتؽ 9تخعحَل مدسبٔ اٍعوً

n
g ،:نجس 

     0
, sup / ,

n n
z

n g x g z D x r


    

لماّ كان اٍخاتؽ و  n
z g z  ا ؿلى المتراص مس تمص  0

,D x r ، ٍّقِو ًسرك حس

الٔؿلى ؾيس ؾيصر 
n

z  من إجن ثوخس مذخاٍَة . n n
z  من :تحنِّل 

     , sup
n n n n

z

n g x g z g z


    

 لدًيا: (1

       

     

,

2 2

n n n n

n n

n

f z a f z f x f x a

f z f x f x a

 

    

 
       
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 وباٍخالي:

 
   

 

0
,

1 1 2
n n n

n n n

n n

g x g z
f x a f z a

 

   
  

 

بالس خكادت من اٍـلامة  (1  :والمتراجحة الٔذيرت نجس 

 
   

 

0
,

2 1 1 2
n n n

n n n

n n

g x g z
f x a f z a

 

    
   

 

 بٔي بٔنّ:

     0
, sup

n n n n
z

n n g x g z g z


    

وباٍخالي ًٍون اٍخاتؽ 
n

g  ثاتخًا بٔيًا كان
0

n n  لة اٍـؼمى )اٍعَغة تياءً ؿلى مدسبٔ اٍعوً

وبالؾتماد ؿلى هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً ، ثاتخاً ؿلى المكذوخ  fومن ثّم ًٍون  ،(9

شا ًدٌامغ واٍكصْض.ثاتخًا ؿلى المكذوخ المتراتط  fًٍون    . وُ

 

 49اُتمصٍن 

f:، وًٍَن مكذوحًا متراتعًا من  Uًٍَن  U   ّا تحََِِ ا. ٍيكترض بٔن ًـ غير ثاتت  fتات

وبٔهَّ يحنِّل اٍشرط  f U U  مؽf f f. 

اشرخ لماجا  (4 f U  ُو مكذوخ ومتراتط منU. 
fاس خًذج بٔنّ  (9 Id. 

 

 49حٌ اُتمصٍن 

4) f ًغير ثاتت ؿلى المكذوخ المتراتط تحَِل U . إجنf وباٍخالي  ،تاتؽ مكذوخ f U 

ا وخاتؽ تحَِلً fمتراتعًا و  U. ولماّ كان Uمكذوخ من  ا مس تمص  ًـ كان  ،تات f U 

 .Uمتراتعًا من 

لدًيا  (9
   | |f U f U

f Id  وبالؾتماد ؿلى هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً نجسf Id. 
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 43اُتمصٍن 

f:ًٍَن   ا ًـ expfا حلَر تحََِِ   تات f . 

بٔزخت بٔنّ  (4  *f . 
gبٔهَّ ًوخس تاتؽ تحَِلً  ؿِمًا (9 :   يحنِّلexp g f.  بٔزخت بٔنّ اٍخاتؽ

g f Id .ثاتت 
 ماجا جس خًذج؟ (3

 

 43حٌ اُتمصٍن 

لدًيا  (4    * f f f  . ّقِو اقترضيا بٔن f  :ٍكان 

     *expf f    
شا ؿين اٍخيامغ. إجن  وُ  *f . 

expاؾتمادًا ؿلى المساوات  (9 g f :ًٍون 

exp expg f f f   
:ًوخس تاتؽ صحَح وباٍخالي    2حلَرg f Id i    ، ومن ثّم ًٍون 

إجن . تحََِِ ا ؿلى    متراتعة من اس تمصار ، ََِوؿ .ومٌَ  تاتؽ ثاتت

2g f Id i    .تاتؽ ثاتت 

2g لماّ كان اٍخاتؽ  (3 f Id i    ًكان  ،مذحاًياf شا ًنذضي ثحاٍن اٍخاتؽ  .وشلك وُ

exp f f ،شا ثيامغ expf بٔن يحنِّل اٍـلامة fإجن ل يمًن ٍـ  .وُ f . 
 

 41اُتمصٍن 

f:. وًٍَن لٍوؿة مكذوحة غير ذاٍَة من  Uٍخًن  U    ِا ُوٍومورق ًـ ا. ٍيـصِّف تات

 المؤثصٍن اٍخكاضَِين:
1

2
i

z x y

   
  

   
1و      

2
i

x yz

   
  

   
 

fباؾخحار  (4 P iQ  ، بٔوخة مـادلث ىوشي ـ ريمان C R  في الٕحسازَاث

َّة.  اٍنعح
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 ثبؤّس من صّحة اٍـلامة اٍخاٍَة: (9

f f

zz

 



 

بٔوخة مـادلث ىوشي ـ ريمان تسللة المؤثصٍن اٍخكاضَِين  (3
z




و  

z




. 

هشوِّص بمؤثص لتلاص اٍخكاضلً  (1
2 2

2 2x y

 
  

 
تسللة المؤثصٍن اٍخكاضَِين . ؿبر ؾن 

z




و  

z




. 

بٔحسة  (1 2

f. 
 ثعحَل:

ا بٔ(  ًـ f:بٔوخس تات  ٍشرط ا يحنِّل 0 0f    يحنِّللٍوؿة اٍيناط اٍتي  حًونو 

Cقيها مـادلث  R  هي   0 : 1z z  . 

  :في  بٔدرس ُوٍومورقِةّ اٍخواتؽ اٍخاٍَة ة(    

 

 

 
3

f x iy x y ixy

z g z z

z
z h z

   




 

  

Q:2اٍخاتؽ  وخسبٔ حـ(    حلَرf P iQ   ويحنلّ  تاتؽ ُوٍومورفي ؿلى

 اٍشرظين:

   2 2, , 0 0P x y x y xy f     

ٍيـخبر الدلة د(  
1k k n

f
 

2حلَر اٍخاتؽ  من اٍخواتؽ اٍِوٍومورقِةّ ؿلى  

1

n

k
k

f


  ثاتت

بٔنّ اٍخاتؽ . بٔزخت ؿلى 
k

f  ثاتت بٔيًا كانk  من 1, ,n. 

 

 41حٌ اُتمصٍن 

 ٍيشوِّص بٔوّلً تناهون الاص خناق الجزئي اٍخالي: (4
ٍيـخبر اٍخاتؽ      2: , , , ,F x y F x y f u v  :حلَر 

   1 2
, , ,u f x y v f x y   
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 وٍيكترض بٔنّ اٍخاتـين
1

f  و
2

f وبٔنّ اٍخاتؽ ، 1اٍعف  من   , ,u v f u v  من

ؿلى  1اٍعف    2 2

1 2
f fؾيسئش ًٍون . F ًون. 1 من اٍعف  :وٍ

         

         

1 2

1 2

, , , , ,

, , , , ,

F f f f f
x y x y u v x y u v

x x u x v

F f f f f
x y x y u v x y u v

y y u y v

    
   

    

    
   

    

 

ل اٍناهون اٍساتللٕيجاد ظَغة  َّة هعحِّ  مـادلث ىوشي ـ ريمان في الٕحسازَاث اٍنعح

 اٍخاتـين اٍخاٍَين:ؿلى 

     

     

2 2, , , /

, , , / arctan

x y P x y p r r x y

y
x y Q x y q r

x

   

   
  

نَ ؿلى اٍخاتـين: ،ًٍن ل هيعحه تشلك ثسخة ثـنِساث الحساة  وإهلٌّ هعحِّ
     

     

, , , / cos

, , , / sin

r P r p x y x r

r Q r q x y y r

    

    
 

 قٌجس:
P x p y p Q x q y q

r r x r y r r x r y

P x p y p Q x q y q

x y x y

          
              

 
             

           

 

 ىوشي ـ ريمان: دساثيربالس خكادت من 
p q

x y

p q

y x

 
 


   

 

  

 نجس اٍعَغة المعِوتة:
1

1

P Q

r r

Q P

r r

 
  


   

  

 

 

 لدًيا: (9
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 

1

2

1

2

1

2

1

2

f P iQ

z z

P iQ P iQ
i

x y

P Q Q P
i i

x y x y

P Q Q P
i i

x y x y

P iQ P iQ f
i

x y z

  


 

    
  

  

    
    

    

    
     

    

     
   

   

  

هلاحغ من الخعوت  (3  :ّمن سِسلة المعاتناث اٍساتنة بٔن 

0 0
f f

f
zz

 
   


 شرظا نِّليحُ   C R 

 لدًيا: (1

 
2 2

2 2

f f
f

x y

 
  

 
  

 ومن جة بٔدصى هلاحغ بٔنّ:

 
2 2 2 2

2 2
4 4

f f f f
f

x yz z z z

   
    

    
  

لٔنّ 
2 2f f

x y y x

 


   
شا راحؽ ًٍون اٍخاتؽ   ًًتمي إلى اٍعف تعكذَ تاتؽ لمخغيٍرن  ،fوُ

C .إج ُو تاتؽ ُوٍومورفي 

 ًيا:لد (1

 
2 22

2

4 4
f f

f
zz z z

  
    

     

  

 وبملاحؼة بٔنّ:
2

0

f f f f f
f f f f

z z z z


   
    

   
  

 بٔي:
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 
2

2

0

f f f f
f f f f f f f f

z zz z z z


      
            

      

  

 وباٍخالي:

 2 2

4f f    

 حٌ اٍخعحَل

2بما بٔنّ  ( بٔ 

1 1 1z z zz     :ّوس خًذج بٔن 

     1 0 0 : 1z zz z z z        

 حلَر: fإجن ًٍكي ادذَار اٍخاتؽ 

    21
f

z z zz z z z
z


   


  

ؾخحار اٍشرط مؽ ا zوبالمكاملة باًٍس حة ٍـ  0 0f   ،نجس: 

     2 21
/ g 0 0, 0

2

g
f z z z zz g z

z


    


  

 اٍخاتؽ اٍخالي:ومٌَ ًٍكي ادذَار 

  2 21
, .

2
z f z z z zz    

 ة(     

f. توضؽ 4    P iQ  :ّهلاحغ بٔن 

   0,0 1 0 0,0
P Q

x y

 
  

 
  

    ل ًندٌ  fوباٍخالي اٍخاتؽ  ،ل يحنِّل شرظا ىوشي ـ ريمان ؾيس اٍعكص fبٔي بٔنّ اٍخاتؽ 

 .ٍُس تاتؽ ُوٍومورفي ؿلى  fومٌَ . الاص خناق ؾيس اٍعكص

g. توضؽ 9 P iQ  :ّهلاحغ ثضكل ممازٌ بٔن 

   1,0 1 0 1,0
P Q

x y

 
  

 
 

ٍُس تاتؽ ُوٍومورفي ؿلى  gومٌَ  .4الاص خناق ؾيس اٍـسد ل ًندٌ  gوباٍخالي اٍخاتؽ 

. 

يًثير حسود من  ُوٍومورفي ؿلى  hاٍخاتؽ . 3 Z.  
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 ىصى بٔنّ: ،ًوشي ـ ريمانٍ لاٍشرط الٔوّ حـ( اؾتمادًا ؿلى    

   , 2 ,
P Q

x y x y x y
x y

 
  

 
  

 نجس:، yباًٍس حة ٍـ  وبالمكاملة 

   21
, 2

2
Q x y xy y C x    

 ًٍون: ،واؾتمادًا ؿلى اٍشرط اٍثاني ًٍوشي ـ ريمان 

     , 2 2 ,
Q P

x y y C x y x x y
x y

 
     

 
  

إجن ًٍون  C x x c   ، ومن اٍشرط 0 0f   0نجسc  ومٌَ اٍخاتؽ .

 المعِوة ُو:

    21
, , 2 .

2
x y Q x y xy y x    

2د( بما بٔنّ اٍخاتؽ    

1

n

k
k

f


 2قإنّ  ،ثاتت

1

0
n

k
k

f


   
 
 .قإنّ: ،وبما بٔنّ مؤثص لتلاص دعّي 

 2

1

0
n

k
k

f


   

ُشا ًنذضي بٔنّ  1, , , 0
k

k n f    ، وباٍخالي 1, , , 0
k

k n f    

ية  ًًذج المعِوة.. 3.1 وتياءً ؿلى المبُر

 

 41اُتمصٍن 

f:، وًٍَن لٍوؿة مكذوحة متراتعة من  Uٍخًن   U   ا ُوٍومورقِ ا. بٔزخت ًـ  صّحةتات

  :اٍخكاقؤاث اٍخاٍَة

4) f ثاتت  f ثاتت. 

9) f  ثاتت Re f ثاتت. 
َّة بٔوثر عمومِةّ. (3  اس خًذج مض
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 41حٌ اُتمصٍن 

fتوضؽ  .ٍيثخت وكاًة اٍشرط ،ٍزوم اٍشرط واضح (4 P iQ   ًنجس ؿسدًا حنِنِا

2حلَر  Mموحدًا  2P Q M  . 0إجا كانM   ّ0اس خًذجيا بٔنf  ، ٌَومf 

 ثاتت.

0بٔنّ  النٍٓيكترض  M بالص خناق باًٍس حة ٍـ .x  ثّم باًٍس حة ٍـy :ّوس خًذج بٔن 

0

0

P Q
P Q

x x

P Q
P Q

y y

 
 

 

 
 

 

  

 نجس: ،وبالس خكادت من شرظا ىوشي ـ ريمان

 
0

0

P Q
P Q

x x

Q P
P Q

x x

 
   

 
   

  

  

Pولماّ كان  Q
f i

x x

 
  

 
قإنّ الدلة     0حكافئf f   . ّ0وبما بٔن M  ّقإن: 

 , 0z U f z    
وباٍخالي الدلة    0حكافئf   . ٌَومf .ثاتت 

fتوضؽ  .إجْ ٍزوم اٍشرط واضح ُنهتم جًكاًة اٍشرط (9 P iQ  نجس تياءً ؿلى  ،كاٍـادت

 دساثير ىوشي ـ ريمان بٔنّ:
P Q

x y

P Q

y x

 
  


   

  

  

RePقإجا كان  f 0اس خًذجيا بٔنّ  ،ثاتخًا
Q Q

x y

 
 

 
 .ثاتخًا Qومٌَ ًٍون . 

 ثاتت. fوباٍخالي اٍخاتؽ 

 Imثاتت  fيمًن إزحاث بٔنّ:  (3 f .وجلك باثحاع بٔسِوة ممازٌ لما قـِيا في   ثاتت

ية  .إزحاث اٍسؤال اٍساتل  . وس خًذج صّحة اٍخكاقؤاث اٍخاٍَة:3.1واؾتمادًا ؿلى المبُر
f  ثاتت f  ثاتتRe f   ثاتتIm f   0ثاتتf   . 
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 46اُتمصٍن 

f:ًٍَن    ّا ُوٍومورقِ ا، وٍيكترض بٔن ًـ تات lim
z

f z


 . 

. ًيـسم في  fبٔزخت بٔنّ  (4 ٍَ  وبٔنّ ؿسد بٔظكارٍ مٌخ

 وثير حسود. fاس خًذج بٔنّ  (9
 

 46حٌ اُتمصٍن 

 . هـصّفِ ؾيسئش اٍخاتؽ اٍِوٍومورفي:ل ًيـسم في  fٍيكترض خسلً بٔنّ  (4

 
 

:

1

g

z g z
f z




  

اؾتمادًا ؿلى اٍشرط  lim
z

f z


  ، ىصى بٔنّ اٍخاتؽg  لما ًلً: محسود في 

 
 

1
lim lim 0
z z

g z
f z 

   

ية ٍَوقٌِ gوباٍخالي   ثاتت ؿلى  fُشا ًنذضي بٔنّ اٍخاتؽ  .ثاتت تياءً ؿلى مبُر

شا ًدٌامغ واٍشرط  وُ lim
z

f z


  ، ٌَومf  واؾتمادًا ؿلى ًيـسم في .

وباٍخالي بٔظكارٍ  ،يخخِف ؾن اٍخاتؽ المـسوم fهكس اٍشرط ىصى تبنّٔ اٍخاتؽ اٍخحَِلً 

ني بٔنّ المجموؿة ُشا ًـ .مـزولة تياءً ؿلى هؼصًةّ الٔظكار المـزولة Z f  ؿسودت

 ٍيكترض خسلً بٔنّّا ماتلة َِـس. ؾيسئش مويّّ حاٍخين: .)مٌتهَة بٔو ماتلة َِـس(

حالة   Z f :ماتلة َِـس ومحسودت 

نجس إجن مذخاٍَة محسودت  n n
z  من Z f وباٍخالي ًوخس  .ميمِا مخخِكة مثنى مثنى

:ثعحَل متزاًس تمامًا    َّة حلَر حًون المخخاٍَة الجزئ  n
n

z


مذنارتة نحو  

ية توٍزاهو ـ قيرصتراس من  zؾيصر  هنعة حصاكم  zًون ح ؿََِو  .تياءً ؿلى مبُر

َِمجموؿة 
  :
n

z n


 ، ومن ثّمz  هنعة حصاكم َِمجموؿة Z f .:ّوبملاحؼة بٔن 

       lim lim 0
n nn n

f z f z f z
  

    

و هنعة حصاكم َِمجموؿة  fظكص َِخاتؽ  zبٔي  وُ Z f ، ّوس خًذج بٔنf  ًعاتل

شا ًدٌامغ واٍشرط  اٍخاتؽ المـسوم وُ lim
z

f z


 . 
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حالة   Z f :ماتلة َِـس وغير محسودت 

 في ُشٍ الحالة ًٍون:

 0, :z Z f z       
 وباٍخالي:

      0, : 0 .z z f z          
 من جة بٔدصى ىصى بٔنّ:

 

   

lim

0, 0 : ,

z
f z

z z f z


 

          

  

شا ًيامغ اٍشرط  وُ . 

 

ومٌَ  .إجن في كلا الحاٍخين نحعٌ ؿلى ثيامغ  Z f وبما بٔنّّا  .ٍُست ماتلة َِـس

 ؿسودت قِيي مٌتهَة.

 .يخصح ؾن الٕظار اٍيؼصي الذي مسمٌاٍ واتَحنّ لٔ  ؛تعحخًَسلِّ ٍ  (9
 

 47اُتمصٍن 

ًٍَن  : 0,1f D   ّا، وٍيكترض بٔن ا مس تمص  ًـ ُوٍومورفي ؿلى اٍنصص المكذوخ  fتات

 0,1D . وبٔنّ اٍخاتؽf  بٔي ؿلى المجموؿة  ؛اٍـِوي لدائصت اٍوحست يعفاٍ مـسوم ؿلى

 1 : Im 0z S z .  

 المعِوة:

 ُو اٍخاتؽ المـسوم. fبٔزخت بٔنّ 

 

 47اُتمصٍن  حٌ

ٍيـخبر اٍخاتؽ        : 0,1 ,g D g z f z f z   من اٍواضح بٔنّ اٍخاتؽ .g  مس تمصٌّ ؿلى

اٍنصص المغِل  0,1D ، ولٌ بٔهَّ ُوٍومورفي ؿلى اٍنصص المكذوخ 0,1D . ّوبملاحؼة بٔن
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لة اٍـؼمى )اٍعَغة ، مـسوم ؿلى الحاقة  gاٍخاتؽ  ( 9قإنّ اٍخعحَل المحاشر لمحسبٔ اٍعوً

ولماّ كان  .المـسومُو اٍخاتؽ  gًثخت بٔنّ اٍخاتؽ  gؿلى اٍخاتؽ  0,1D  مكذوحًا ومتراتعًا كاهت

الحِنة   0,1D ؿلى الٔمٌُشا ًنذضي بٔنّ بٔحس اٍخاتـين اٍخاٍَين .تامّة ،: 
   

   

0,1 ,

0,1 ,

D z f z

D z f z



 
  

ؿلى  fًٍون منعور اٍخاتؽ  في كلا الحاٍخين ومن ثمّ  مـسوم. 0,1D ولماّ  .ُو اٍخاتؽ المـسوم

ا ؿلى  fكان  مس تمص  0,1D  اس خًذجيا بٔنّ اٍخاتؽf .ُو اٍخاتؽ المـسوم 

 

 48اُتمصٍن 

f:ًٍَن    ،ا ُوٍومورقِ ا ًـ غير محسود. بٔزخت بٔنّ  fٍيكترض بٔنّ و تات f  وثَكة

 .في 

 

 48حٌ اُتمصٍن 

ٍيكترض خسلً بٔنّ  f  بٔي ؛ ٍُست وثَكة في f  . نجس ؾيسئش ؾيصًرا
0

z  من

حلَر  
0

z  ل ثًتمي إلى f ، 0ا موحدًا تمامًا نجس ؿسدًا حنِنِ   ومن ثّم
r حلَر 

   0 0
,D z r f   . اٍخاتؽ اٍِوٍومورفي اٍخالي:ٍيـصّفِ و 

 
  0

:

1

g

z g z
f z z






  

 لما ًلً: محسود في  gإنّ اٍخاتؽ 

 
  0 0

1 1
,z g z

f z z r
   


  

شا ًنذضي بٔنّ  .ثاتخًا تياءً ؿلى هؼصًةّ ٍَوقٌِ fوباٍخالي ًٍون  ٌامغ د ً من ثّم و  .ثاتت fوُ

إجن المجموؿة  .غير محسود fىون مؽ  f  وثَكة في. 

 

 49اُتمصٍن 

 وتحوي اٍعكص. لٍوؿة مكذوحة متراتعة من  Uٍخًن 
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f:ٌُ ًوخس تاتؽ  (4 U   ويحنِّل اٍشرط:ُوٍومورفي 

 
2 *, /z U f z C z C


      

 واٍتي تحنِّل اٍشرط: اٍِوٍومورقِةّ ؿلى  fبٔوخس كاقة اٍخواتؽ  (9

 
2

,z f z z    
 

 49حٌ اُتمصٍن 

f:ٍيكترض وحود تاتؽ  (4 U  ؾيسئش ًٍون: .ويحنِّل اٍشرط المشىور ُوٍومورفي 

 , 0z U f z C     
 . ٍيـصّفِ اٍخاتؽ اٍِوٍومورفي:Uل ًيـسم ؿلى  fبٔي بٔنّ اٍخاتؽ 

 
 

1
: ,g U z g z

f z
   

 هلاحغ بٔنّ:

 
 

 

2

1
,

1

1
0

z U g z
f z

C z

g
C

  




 

  

بٔي بٔنّ اٍـيصر 
0

0z   ميمة ؾؼمى َِخاتؽg . إجن اٍخاتؽg  دسبٔ ثاتت اسدٌادًا إلى م

لة اٍـؼمى )اٍعَغة  شا ًدٌامغ وىون .ثاتت fوباٍخالي (، 4اٍعوً  المنسار وُ

 
2

f z C z   ً( خـِلّ تـ غير ثاتتz)،  وباٍخالي ل ًوخس تاتؽ ُوٍومورفي ؿلىU 

 ويحنِّل اٍشرط المـعى.

f:ٍيكترض وحود تاتؽ  (9  :ُوٍومورفي ويحنِّل اٍشرط 

   
2

,z f z z     
 ؾيسئش حًون:

 
2

lim lim
z z

f z z
 

    

وباٍـودت َِشرط  .وثير حسود fًٍون  .46وبالؾتماد ؿلى اُتمصٍن   :ّٔىصى تبن 



 

 101   

  إعداد الطالب: وليد سعدي

  2 1, /z f z z S      
 وباٍخالي لٍوؿة اٍخواتؽ المعِوتة هي 2 1:z z S . 

 

 91اُتمصٍن 

f:ًٍَن    ا ُوٍومورقِ ا. وٍيكترض وحود ؾيصر ًـ تات , ,A B C  من 
3


 حلَر: 

 ,
C

z f z A B z     
 وثير حسود. fبٔزخت بٔنّ  (4
انًا بدٓصًا ٍيؼصًةّ ٍَوقٌِ. (9  اس خًذج جصُ
 

 91حٌ اُتمصٍن 

ثوخس سِسلة صحَحة  (4
0

n

n
n

a z


  هعف معص ثناربها ٌساوي :حلَر 

 
0

, n

n
n

z f z a z




    

وتوضؽ    sup
z r

M r f z


  بٔيًا كانr  من*


 . كان:

 * , ,
n n

M r
r n a

r


      

 )متراجحاث ىوشي(

 وؿََِ ًٍون:

0, ,
C

n n n n C

A Br A B
r n a

r r r 


        

 نجس: نحو  rوباٍسـي تـ 

  1, 0
n

n C a     

ومٌَ  
 

0

E C
n

n
n

f z a z


 .  بٔيf  وثير حسود درحذَ بٔمٌ بٔوجساوي   E C C. 

f:إجا كان  (9    ِا ُوٍومورق ًـ  Bا موحدًا تمامًا ا ومحسودًا وخسنا ؿسدًا حنِنِ  تات

 حلَر:

 
0

,z f z B B z     
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وثير حسود يحنِّل  fبٔنّ  وس خًذج واؾتمادًا ؿلى اٍسؤال اٍساتل   deg 0 0f  . 

بٔي بٔنّ 
0

f a .تاتؽ ثاتت 

 
 94اُتمصٍن 

f:، وًٍَن لٍوؿة مكذوحة متراتعة من  ٍخًن    ّا ُوٍومورقِ ا. ٍيكترض بٔن ًـ تات

f  َّة 0غير ثاتت وبٔهَّ ًندٌ ميمة دهَا محِ
z  من. 

 المعِوة:

بٔزخت بٔنّ  0
0f z . 

 

 94حٌ اُتمصٍن 

ٍيكترض خسلً بٔنّ  0
0f z .  من اس تمصارf  ؾيس

0
z  نجس مصظًا مكذوحًا 0

,D z r  ٍمصوز

0
z  ٍوهعف معصr  محخوى في  حلَر اٍخاتؽf  ٌّٔل ًيـسم ؿلى ُشا اٍنصص المكذوخ. ٍيخبم

 اٍخاتؽ اٍخالي:
 

 
 

0
: ,

1

g D z r

z g z
f z




  

ُوٍومورفي كمنِوة تاتؽ ُوٍومورفي ل ًيـسم. وبملاحؼة بٔنّ  gاٍخاتؽ 
0

z  َّة حًون ميمة محِ

لة اٍـؼمى )اٍعَغة  gقإنّ اٍخاتؽ  gؾؼمى َِخاتؽ  (، 4ًٍون ثاتخًا تياءً ؿلى مدسبٔ اٍعوً

ثاتخًا ؿلى اٍنصص المكذوخ  fوباٍخالي ًٍون  0
,D z r ، ومن ثّم ًٍونf  ؿلى المكذوخ ثاتخًا

شا ًدٌامغ وىون  المتراتط  غير ثاتت ومٌَ  fاسدٌادًا إلى هؼصًةّ اُتمسًس اٍخحَِلً. وُ

 0
0f z . 

 

 99اُتمصٍن 

f:. وًٍَن لٍوؿة مكذوحة متراتعة محخوات تمامًا في  Uٍخًن  U  .ا ُوٍومورقِ ا ًـ  تات

Reٍيكترض بٔنّ اٍخاتؽ  f  َّة ( دهَاًندٌ ميمة ؾؼمى )بٔو 0محِ
z  منU ّبٔزخت بٔن .f .ثاتت 
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 99حٌ اُتمصٍن 

Reٍيكترض بٔنّ اٍخاتؽ  f  َّة 0ًندٌ ميمة ؾؼمى محِ
z  منU في ُشٍ الحالة هـخبر اٍخاتؽ .

expg f و تاتؽ ُوٍومورفي وترىَة تاتـين ُوٍومورقِين بما بٔنّ  .وُ
0

z  َّة ميمة ؾؼمى محِ

نجس مصظًا مكذوحًا  fٍـ  0
,D z r  ٍمصوز

0
z  ٍوهعف معصr  محخوى فيU :حلَر 

     0 0
, , Re Rez D z r f z f z    

 نجس: ومن حزاًس اٍخاتؽ الٔسّّ الحنِنيّ 

         0ReRe

0 0
, ,

f zf z
z D z r g z e e g z     

بٔي بٔنّ 
0

z  َِّة َِخاتؽ ميمة ؾؼمى محg . وباٍخالي ًٍونg  ًلة  اثاتخ اسدٌادًا إلى مدسبٔ اٍعوً

شا ًنذضي بٔنّ  .ثاتتتاتؽ  g( ومن ثّم 4اٍـؼمى )اٍعَغة  Reوُ f  ٌَثاتت ومf  .ثاتت 

وفي حالة 
0

z  َِّة َِخاتؽ ميمة دهَا محRe f  هـخبر اٍخاتؽ expg f   َوتخعحَل عمٌ مضات

 ثاتت. fلما قـِيا مدٌ مٌَِ نجس بٔنّ 

 

 93اُتمصٍن 

ًٍَن  : 0,1f D  يحنِّلُ  اُوٍومورقِ   اتات ًـ  0 1f   وRe 0f  . ٍيـصّفِ اٍخاتؽ و

 اٍخالي:
 

 
 
 

: 0,1

1

1

g D

f z
z g z

f z








  

Reبٔزخت بٔنّ  (4 0f   ؿلى اٍنصص المكذوخ 0,1D. 
 اس خًذج بٔنّ: (9

   0,1 ,z D g z z    
 وبٔنّ:

   
1 1

0,1 ,
1 1

z z
z D f z

z z

 
   

 
  

 

 



 

 104   
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 93حٌ اُتمصٍن 

ثاتت قإنّ اٍشرط  fإجا كان  (4 0 1f   ّ1ًنذضي بٔنf  ، وباٍخاليRe 1 0f  . 
ا مكذوحًا تياءً ؿلى هؼصًةّ اٍخاتؽ المكذوخ  fغير ثاتت كان اٍخاتؽ  fبٔمّا إجا كان  ًـ تات

وباٍخالي حًون       0,1 : Re 0 : Re 0f D z z z z


       ٌَوم

Re 0f   ؿلى 0,1D. 

ومنام ُوٍومورفي ل  ُوٍومورفي تخسطُوٍومورفي وخاتؽ ىسري  gهلاحغ بٔنّ اٍخاتؽ  (9

 بٔنّ: ،ولٌ هلاحغ بًٔضًا .(من اٍسؤال الٔوّل)ًيـسم 

       Re 1 Re 1 , Im 1 Im 1f f f f       
1gومٌَ   . ولماّ كاهت 0 0g   ية صوارحز بٔنّ:اس خًذجيا  اسدٌادًا إلى مبُر

   0,1 ,z D g z z    
 ومٌَ:

 
 

 

   

1

1

1 1

f z
g z z z

f z

f z z f z


  



   

  

    1 1f z z f z     

 

       1 1 1z f z f z z f z     

  

     

 
1 1

1 1

z z
f z

z z

 
  

 
  

 

 وهي المتراجحة المعِوتة.

 

 مِحل

 ".هي لٍوؿة ؿسودت ،كّل لٍوؿة من اٍيناط المـزولة من س يثدت في ُشا المِحل بٔنّ "

بٔولً ثّم وس خًذج صحتها في المس خوي  من بٔخٌ جلك هثخت صحتها في المس خنيم الحنِني 

ًَا اٍـنسي   .تاٍ
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ٌٌ مصثة . بما بٔنّ لٍوؿةً من اٍيناط المـزولة من  Aٍخًن   ؾصّقٌا من بٔخٌ كل  ،حن

 المكذوخ: المجال Aمن  xؾيصر 

 , /
x x

I x y y A I A       
وفي حالة 

x
I    هضؽ باٍخـصًف ,

x
I x   قٌحعٌ ؿلى اٍـائلة x x A

I


من  المؤٍكة 

. من وثاقة الٔؿساد اٍياظنة هـصّف من من غير ذاٍَة مٌكعلة مثنى مثنى و مجالث مكذوحة 

َة غير الخاٍ المجموؿة  Aمن  xبٔخٌ كل ؾيصر 
x x

I .  و ّ ا كاهت المجالث لم x x A
I


 

مٌكعلة مثنى مثنى كاهت المجموؿاث  x x A
 xإجن بٕارقاق كل ؾيصر  .مٌكعلة مثنى مثنى 

تـيصر وحِس  Aمن 
x

d  من المجموؿة
x

 نحعٌ ؿلى اٍخعحَل المخحاٍن اٍخالي: 

 

:

x

f A

x f x d




  

ُشا ًـني بٔنّ    card A card  ٌَومA .َّة الٕرقاق  ؿسودت )ولٌ وضير إلى بٔنّ عمِ

 اٍساتنة ثـصف بمسِمة الادذَار(.

الخاظّة اٍتي  قإنّ  ،iوالمس خنيم اٍخرَلً  وهؼصًا ٍوحود ثناتٌ تين المس خنيم الحنِني  

ٌُ  في  بٔزحدٌاُا ٍخوّ  لٍوؿة من اٍيناط المـزولة من المس خنيم  بٔنّ كلّ  بٔيّ  ؛iصحَحة في  ثؼ

 هي لٍوؿة ؿسودت. iاٍخرَلً 

ؾيسئش حًون المجموؾخين  .من اٍيناط المـزولة من  لٍوؿةٌ  Bٍيكترض النٓ بٔنّ 

 1
Re :B z z B   و 2

Im :B z z B  و  من ومن ثّم ؿسودتان  ،مـزوٍخانi 

لٌ الدٍكارتي  ؿََِو  .ؿلى اٍخوالي ًٍون خساؤُ
1 2

B B ؿسودًا. 

في المجموؿة  محخواتٌ  Bالمجموؿة  وىنهيي الٕزحاث بملاحؼة بٔنّ    1 2
: ,x iy x y B B   

 اٍـسودتفي ثناتٌ مؽ المجموؿة  إجْ هي ؛اٍـسودت
1 2

B B.  

 

 

 

 

 

 



 

 
 

 
 

 لٍوؿة مٌسٍبروث

 

 

 
 

َا  لٍوؿة حوٍ


